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2. Superfícies de Revolução 

2.1 Introdução 

Podemos obter superfícies não somente por meio de uma equação do tipo ( , , ) 0F x y z = , 

existem muitos procedimentos para a obtenção de uma superfície, como vimos: 

(a) (Superfície Cônica) movendo-se uma linha reta (geratriz) por uma curva passando por um 

ponto fixo não pertencente a ela.  

(b) (Superfície Cilíndrica) movendo-se uma linha reta (geratriz) por uma curva fixada (diretriz) 

sempre paralelamente a uma outra linha reta fixa. 

(c) (Superfície de Revolução) fazendo um giro de 360° de uma curva (geratriz) em torno de uma 

linha reta fixada (eixo de revolução). 

Conforme as figuras a seguir. 

 

 

 

 

 

 

No entanto, podemos a partir destes procedimentos obter uma equação sob forma F(x,y,z)=0, 

como refere o segundo problema fundamental da Geometria Analítica. É o que faremos a partir de 

agora, mas somente para o item (iii). Esse enfoque analítico a partir do enfoque geométrico é 

fundamental na interpretação de muitos problemas matemáticos, como nas disciplinas Cálculo II e 

Cálculo IV. 

2.2 Superfície de Revolução 

Definição (Superfície de Revolução): Uma superfície gerada pela rotação de uma curva 

plana (geratriz) em torno de uma linha reta fixa dada (eixo de revolução) é chamada de 

Superfície de Revolução.  

 

Geratriz 

Geratriz 

Superfície Cilíndrica Superfície de Revolução Superfície Cônica
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Qualquer posição da geratriz é chamada seção meridiana e cada circunferência descrita por um 

ponto sobre a geratriz é denominada paralelo da superfície. 

Destas definições temos de imediato os seguintes fatos: 

(a) Cada seção meridiana é congruente com a geratriz e é a intersecção da superfície com um 

plano que passa pelo eixo. 

(b) Cada paralelo tem seu centro sobre o eixo e se encontra sobre um plano perpendicular ao 

eixo. 

Um exemplo já visto no estudo de Geografia é o da superfície terrestre que é considerada, 

aproximadamente, uma superfície esférica, e assim, pode ser obtida ao girarmos um semicírculo 

em torno do seu diâmetro. 

Na determinação da equação de uma superfície de revolução não há perda de generalidade em 

tomar a geratriz num plano coordenado e o eixo de rotação com um eixo coordenado fixado, 

naquele plano. Esse processo, além disso, leva a um resultado muito simples, como veremos. 

Antes, vejamos o conceito de uma curva plana e curva no espaço. 

O conjunto C1 de pontos no , cujas coordenadas satisfazem uma equação da forma 

 é denominado curva plana, ou seja, 

2

( ),F x y = 0 ( ) ( ){ }2
1 , ; , 0C x y F x y= ∈ = .  

O conjunto C2 de pontos no , cujas coordenadas satisfazem, simultaneamente, as duas 

equações retangulares independentes é denominada Curva no Espaço, isto é,  

3

( ) ( ) ( ){ }3
2 , , ; , , 0 , , 0 .C x y z F x y z e G x y z= ∈ = =  

Às vezes, denotaremos essa curva C2 da seguinte maneira: 

( )
( )2

, , 0
:

, , 0.

F x y z
C

G x y z

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
 

 Se existir um plano que contiver totalmente esta curva, ela também é considerada como curva 

plana. 

Seja S uma superfície obtida ao girarmos uma curva G (geratriz) em torno da reta 

, . Se considerarmos G como sendo uma curva contida 

num dos planos coordenados e r um dos eixos coordenados contido no mesmo plano que contém a 

curva, assim teremos 6 casos a analisar: 

( ) ( ) (0 0 0: , , , , , ,r x y z x y z t a b c= + ) t∈R

Vamos ao 1º caso. 
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Caso 1: Sejam ( ) ( ){ }3
1 , , ; , 0 0G x y z F y z e x= ∈ = =  a geratriz da superfície de revolução S1 

contida no plano-yz, ( ) 1, ,P x y z S= ∈  um ponto qualquer e Oz o eixo de rotação. 

Seja  o ponto que o paralelo passando por  intercepta G , ou seja, Q .  

O centro deste paralelo é 
1Q G∈ P 1 ( )1 10, ,y z=

( )0,0,=C z .  

Como  e  estão numa mesma circunferência temos P
( )

Q
( )Q O,O = ,d P d , ou seja, 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
1 10 0 0 0 0 2x y z z y z− + − + − = − + − + − z , 

e  (I), temos então 1z z= 2 2
1y x y= ± +  (II).   

Como 1Q G∈ , então 

( )1 1

1

, 0
0

F y z
x

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
 (III). 

Usando (I), (II) e (III) temos ( )2 21: , 0S F x y z± + = . 

Exemplo 1: Determine a equação da superfície de revolução gerada rotação da parábola 2z y=  

em torno do eixo-z.  

Solução: Como vimos no desenvolvimento acima, temos ( , ) 0F y z =  e logo faremos à mudança de 

variável ficando com 2 2 ,F x y z 0± +⎛⎜
⎝

=⎞⎟
⎠

, ou seja, substituiremos  por y 2 2x y± +  em  e, 

portanto a equação da superfície será 

2z y=

2
2 2 2 2x y+ z xz x y= ± + =⎛ ⎞⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ⇒  . 2 2y= +

Caso 2: Sejam ( ) ( ){ }3, , ; , 0 02 y z F y z e x= ∈ =G x  a geratriz da superfície de revolução S2 

contida no plano-yz, 

=

( ), ,2 2P x y z S= ∈  um ponto qualquer e Oy o eixo de rotação. 

De maneira análoga, seja Q  o ponto que o paralelo passando por  intercepta G , ou seja, 2 2G∈ 2P 2

( )2 20, ,Q y z= 2 . O centro deste paralelo é C y .  ( )2 0, ,0=

Como  e Q  estão numa mesma circunferência temos 2P

( )
2

( )2,d P d O=2 2O 2Q ,

( ) ( ) ( )

, ou seja, 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
2 20 0 0 0 0x y y z y y z− + − + − = − + − + −

z

, 

e 2z =  (IV), temos então 2 2
2y x z= ± +  (V).  Como Q  então 2G∈

( )2 2

2

, 0
0

F y z
x

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
 (VI). 

2Q

2P •

2O•

x

z

y
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Usando (IV), (V) e (VI) temos   ( )2 21: , 0S F y x z± + = . 

 

Exemplo 2: Encontre a equação da superfície de revolução gerada rotação da parábola 
2y z=  

em torno do eixo-y.  

Solução: novamente seguiremos como o desenvolvimento acima. Temos  e logo faremos à 

mudança de variável ficando com 

( , ) 0F y z =

2 2,F y x z± + =⎛⎜
⎝ ⎠

0⎞⎟ , ou seja, substituiremos  por z 2 2x z± +  em 

 e, portanto a equação da superfície será 2y z=
2

2 2y x z= ± +⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⇒  2 2zy x= + . 

Resultados análogos são obtidos quando a geratriz se encontra em cada um dos outros planos 

coordenados e é girada em torno de um eixo coordenado no referido plano. 

Esses resultados podem ser sintetizados no seguinte 

 

Teorema: Seja S a superfície de revolução tendo à geratriz G situada no plano coordenado 

π  e o eixo coordenado E em π  como seu eixo de revolução. Então a equação de S é obtida 

substituindo-se na equação da curva de G, a raiz quadrada dos quadrados das duas variáveis 

não medidas ao longo de E em vez daquela das duas variáveis que aparecem na equação para 

G. 

A prova desse teorema, deixamos como exercício. Visto que um terço dessa, já está feita nos 

casos um e dois, restando somente formalizar os outros quatro casos de maneira totalmente 

análoga aos dois anteriores. 

Na seguinte tabela, resumimos todos os seis casos: 

 
 Planos das geratrizes 
 xOy xOz yOz 

G 
( ), 0

0
F x y

z
⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
 

( ), 0
0

F x z
y

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
 

( ), 0
0

F y z
x

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
 

ER Ox Oy Ox Oz Oy Oz 

Subs 
2 2

y

y z

↓

± +

 
2 2

x

x z

↓

± +

 
2 2

z

y z

↓

± +

 
2 2

x

x y

↓

± +

 
2 2

z

x z

↓

± +

 
2 2

y

x y

↓

± +
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Exemplo 3: Determine equação que representa a superfície gerada pela rotação da curva 

  em torno da reta ( ) ( )2 29 1 2:
2 0

x zG
y

⎧ ⋅ − + + =⎪
⎨

− =⎪⎩

9 2 0
:

1 0.
y

r
x
− =⎧

⎨ − =⎩
 

Solução: Note que a geratriz não está contida em algum plano coordenado e que o eixo de revolução não 

é algum eixo coordenado, assim não podemos aplicar o teorema.   Para resolver esse problema, faremos uma 

mudança de variável da seguinte forma: 1 'x x− = , 2y y '− =  e 2z 'z+ = , substituindo ficamos com 

 e   , onde essa última representa o eixo Oz’, e aí satisfazem as hipóteses 

do teorema logo ao longo do eixo Oz’ não são medidas as variáveis x’ e y’ e portanto  

( ) ( )2 29 ' '' :
' 0

x zG
y

⋅ + =

=

⎧⎪
⎨
⎪⎩

9 ' 0
' :

' 0
y

r
x
=

=

⎧
⎨
⎩

( ) ( ) ( )2 2 29 ' ' ' 9 ⇒x y z⋅ ± + + =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  ( ) ( ) ( )2'2 2' '
9

z
x y 1+ + = . Como 1 'x x− = ,  e 2 'y y− = 2 'z z+ = , 

concluímos que ( ) ( ( ))
222 21 2

9
z

x y
+

− + − 1=+  á a equação procurada. 

2.3 Aplicações 

Utilizaremos esse recurso para obter equações ( , , ) 0F x y z =  a partir de equações sob forma 

,  ou  de equações conhecidas, as cônicas. ( , ) 0G x y = ( , ) 0H x z = ( , ) 0I y z =

Exemplo 4: (Elipsóide de revolução) A superfície gerada pela rotação de uma elipse em torno de 

um de seus eixos chama-se Elipsóide de revolução.  

Vamos supor que a equação da elipse, no plano-xy, seja ( )
2 2

12 2
x y

a b
+ = ∇  e que a rotação se dê em torno do 

eixo y. Aplicando o teorema, as duas variáveis não medidas ao longo do eixo-y são x e z, e logo 

substituiremos x em (  por )∇ 2 2x z± + , ou seja, 

2
2 2 2

12 2

x z y

a b

± +
+ =

⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠  e portanto 

2 2 2
12 2 2

x y z

a a b
+ + =  

é a equação que representa essa superfície. 

Exemplo 5: (Hiperbolóide de revolução) A superfície gerada pela rotação de uma hipérbole em 

torno de um de seus eixos chama-se Hiperbolóide de revolução.  

(i) Vamos supor que a equação da hipérbole, no plano-yz, seja ( )
2 2

12 2
y z

a b
− = Δ  e que a rotação se dê em 

torno do eixo z.  

Aplicando o teorema, as duas variáveis não medidas ao longo do eixo-z são x e y, e logo 

substituiremos y em ( )Δ  por 2 2x y± + , ou seja, 



2
2 2 2

12 2

x y z

a b

± +
− =

⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠   

e portanto 

2 2 2
12 2 2

x y z

a a b
+ − =  

é a equação que representa essa superfície.  

Nesse caso, chamamos de Hiperbolóide de uma folha. 

x

y

z

 

(ii) Vamos supor que a equação da hipérbole, no plano-yz, seja agora ( )
2 2

12 2
z y

b a
− = ◊  e que a rotação se 

dê em torno do eixo z.  

Aplicando o teorema, as duas variáveis não medidas ao longo 
do eixo-z são x e y, e logo substituiremos y em ( )◊  por 

2

z

y
x

2x y± + , ou seja, 

( )2
2 2

2

2 2 1
x yz

b a

± +
− =  

 e, portanto 
2 2 2

2 2 2 1z x y
b a a

− − =  é a equação que representa 

essa superfície.  

Nesse caso, chamamos de Hiperbolóide de duas folhas. 

 

Exemplo 6: (Parabolóide de revolução) A superfície gerada pela rotação de uma parábola em 

torno de um de seus eixos chama-se Elipsóide de revolução.  

Vimos nos exemplos 1 e 2 duas superfícies geradas pela rotação de parábolas num dos planos coordenados. 

Aqui assumiremos a expressão geral de uma parábola num desses planos e tendo seu eixo de simetria como 

sendo um dos eixos coordenados contido nesse plano.  

Considere a equação da parábola, no plano-xy,  e que a rotação se dê em torno do eixo y. 

Aplicando o teorema, as duas variáveis não medidas ao longo do eixo-y são x e z, e logo substituiremos x em 

 por 

( )2 2y a x b= ⋅ +

( ) 2 2x z± + , ou seja, 

2
2 2y a x z b= ⋅ ± + +⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

e, portanto 

2 2y a x a z b= ⋅ + ⋅ +  

é a equação que representa essa superfície. 
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