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Apresentacao

Quando percorremos a Histéria da Matematica, verificamos que, em determinado ponto da evolugdo de
uma teoria de pensamento matematico, torna-se imperioso ordenar, sistematizar e relacionar todos os conhec-
imentos nela reconhecidos, isto é, proceder a sua axiomatizagdo. Trataremos desse processo relacionado aos
numeros reais. Na verdade, axiomatizar consiste em escolher algumas afirmacdes que podem ser feitas sobre
0s objetos em estudo, na drea considerada, e delas, por processo dedutivo, obter todas as demais proposi¢des
que constituem o corpo de conhecimento da teoria estudada. Essas afirmacdes, das quais deduzimos todas as
outras, sdo os axiomas e o seu conjunto constitui uma axiomdtica. Ainda, estudaremos a topologia da reta, algo
essencial para a boa compreensdo dos conceitos bdsicos da Andlise Matematica. Neste ambiente, utilizaremos

uma linguagem geométrica e nela nos referimos ao conjunto como a "reta", "ponto"em vez de nimero real e

entenderemos a expressdo por "a estd a esquerda de b", dentre outros.

Numeros Naturais e Numeros Inteiros

Deus fez os nimeros naturais.
O resto é obra dos homens.

Leopold Kronecker
1.1 Numeros Naturais

O conjunto usado para contagens é o conjunto N = {1,2,3,...}. De tdo natural, N ganha o nome (IN é o con-
junto dos ntimeros naturais) e é o primeiro conjunto numérico que aparece na histéria de qualquer civilizagdo
ou em qualquer tratado sobre os fundamentos da Matematica. Os niimeros naturais formam um dos conceitos
mais antigos conhecidos pelo ser humano. Entretanto, a sua evolugdo de uma nogdo intuitiva para um conceito
mais elaborado foi muito lenta. 56 no final do século XIX, quando os fundamentos de toda a Matematica foram
questionados e intensamente repensados, é que a no¢do de nimero passou a ser baseada em conceitos da teoria
dos conjuntos, considerados mais primitivos.

Nao discutiremos a evolugdo do conceito de niimero natural nem tentaremos explicar sua natureza, mas
apenas estudar algumas das suas propriedades de forma axiomatica, isto é, a partir de uma lista razoavel-
mente pequena de propriedades bésicas e das duas operagdes (soma e multiplicagdo) iremos obter as demais
propriedades.

Existe uma axiomatica, idealizada no final do século XIX pelo matematico italiano Giuseppe Peano, que,
com quatro axiomas, consegue ndo s6 definir a adi¢do e a multiplica¢do nos naturais, como também deduzir as
demais propriedades.

1.1.1 Fundamenta¢io Axiomatica

Entre os nlimeros naturais estdo definidas duas operag¢des fundamentais: a adicdo (+) e a multiplicagio (-), e
uma relagdo de ordem menor do que (<). A operagdes sdo assim definidas:
© Adigdo. Associa 0os nimeros m,n € IN a soma m + n.

+: NxN — N
(m,n) — m+n
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© Multiplicacio. Associa os nimeros m,n € IN ao produto m - n.

NxN — N
(mn) — m-n

Os axiomas que passaremos a detalhar descreverdao algumas das propriedades bdsicas das operagdes e da
relagdo “ menor do que”, que tomaremos como base para desenvolver a teoria. Qualquer outra propriedade,
mesmo que intuitivamente 6bvia, podera ser demonstrada a partir dessas.

Observamos que, em qualquer apresentacdo axiomadtica, o comego tende a ser cansativo, precisamente por
ser necessdrio demonstrar alguns fatos que sao bem conhecidos. Tentamos tornar mais fluente a exposi¢ao
admitindo algumas propriedades do que estritamente necessarias.

O grupo de axiomas abaixo descrevera algumas propriedades da soma e da multiplicagdo que, certamente,
sdo familiares ao leitor.

(N1) A adicdo e a multiplicacdo sdo bem definidas:
Va,b,d, btV e Nya=a' Ab=V = a+b=a+V ANa-b=da -V
(N2) A adicdo e a multiplicacdo sdo comutativas:
Va,be NN, a+b=b+aNha-b=b-a
(N3) A adigdo e a multiplicagdo sdo associativas:
Va,b,ceN, (a+b)+c=a+(b+c)A(a-b)-c=a-(b-c)
(N4) A multiplicagdo é distributiva em relagao a adigdo:

Va,b,ceN, a-(b+c)=a-b+a-c

A propriedade N1 é que permite somar, a ambos os lados de uma igualdade, um dado

Fique atento! || ntmero ou multiplicar ambos os membros por um mesmo niimero.

Além destas propriedades, o conjunto IN possui:

(N5) Integridade: dados a,b € N, tem-sea+b € Nea-b € N.

(N6) Lei da Tricotomia: Dados a,b € IN, uma, e apenas uma, das seguintes possibilidades é verificada:
(i)a="b; (ii))IceN; b=a+c; (i) dce N; a=b+c;

1.1 Definigdo (Relagdo menor do que). Dados a,b € IN, dizemos que a é menor do que b, simbolizado por a < b,

toda vez que a propriedade (ii) acima é verificada. Analogamente, a propriedade (iii) sendo verificada, diremos

que b é menor do que 4, e escrevemos b < a.

(Nota 1. B

¢ Com a defini¢do acima, a lei da tricotomia nos diz que, dados a,b € N, uma, e apenas uma, das

seguintes possibilidades é verificada:
i)a=1b; (i)a < b; (iii) b < a;
¢ Utilizamos a notagdo b > a, que se 1& b é maior do que a, para representar a < b.

¢ Decorre, das defini¢des, que 0 < a para todo a € IN. De fato, para todo a € IN, temos

O+a=a = 0<a.

http://cattai.webnode.com/ensino/uneb/analiseum | 5
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1.2 Proposicao.

(i) A adigao é compativel e cancelativa com respeito a igualdade:

Va,b,ceIN,a=b & a+c=b+c.

(ii) A multiplicagdo é compativel e cancelativa com respeito a igualdade:

Va,b,ceN,a=b & a-c=b-c.

Prova:
(i) A implicagdoa = b = a+ ¢ = b+ c é conseqiiéncia do fato da adi¢do ser bem definida (propriedade (N1)).
Supondo agora que a + c = b + c. Pela tricotomia, temos trés possibilidades:
1.a < b.Istolevariaa a + ¢ < b+ ¢, absurdo!
2. b < a. Pelo mesmo argumento acima, terfamos b + ¢ < a + ¢, também absurdo!
3. a = b. Esta é a tinica possibilidade que resta.
(ii) A implicacidoa = b = a - ¢ = b - ¢ decorre do fato da multiplicacdo ser bem definida. Suponha agora que
a-c ="b-c. Assim, pela tricotomia, temos trés possibilidades:
1.a < b.Istolevariaaa-c < b- ¢, absurdo!
2. b < a. Pelo mesmo argumento acima, terfamos b - ¢ < a - ¢, também absurdo!

3. a = b. Esta é a tinica possibilidade que resta.

1.3 Proposicao.

(i) A relacdo menor do que é transitiva:

Va,b,ceIN,a<bAb<c = a<ec.

(ii) A adigdo é compativel e cancelativa com respeito a relacdo “ menor do que”:

Va,beN,a<b & at+c<b+ec

(iif) A multiplicacdo é compativel e cancelativa com respeito a relagdo “ menor do que”:

Va,belN,a<b & a-c<b-c.

Prova:

(i) Supondoa < beb < c, temos que existem dj,dy € N taisque b = a+dj ec = b+ dy. Logo, usando a

associatividade da adicado, temos que:
c=b+d, = (ﬂ+d1)+d2 =€l+(d1+d2),

em que d1 +dy € N, o que implicaa < c.
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(if) Supondo que a < b, existe d € IN, tal que b = a + d. Somando ¢ a ambos os lados desta igualdade, pela

comutatividade e associatividade da adicdo, temos
b+c=c+b=c+(a+d)=(c+a)+d=(a+c)+d,
0 que mostra que a +¢ < b+c. Reciprocamente, supondo a + ¢ < b + ¢, pela tricotomia, temos trés
possibilidades:
1.a =b.Istolevariaaa + ¢ = b+ ¢, absurdo!
2. b < a. Pela primeira parte da demonstragéo, teriamos b + ¢ < a + ¢, também absurdo!

3. a < b. Esta é a tinica possibilidade que resta.

(iif) Supondo a < b, existe d € N tal que b = a + d. Multiplicando ambos os lados desta igualdade por c,

pelas propriedades comutativa e distributiva da multiplicacdo, tem-se
b-c=c-b=c-(a+d)=c-a+c-d=a-c+c-d,
0 que mostra que a - ¢ < b - ¢, pois, pela integridade ¢ cotgd € IN. Reciprocamente, supondo que a - ¢ =
b c, pela tricotomia, temos trés possibilidades:
1.a = b.Istolevariaaa-c = b-c, absurdo!
2. b < a. Pela primeira parte da demonstracéo, teriamos b - ¢ < a - ¢, também absurdo!

3. a < b. Esta é a tinica possibilidade que resta.

Atencao! ‘ ‘ Note que a relagdo < ndo é uma relagdo de ordem, pois ndo é reflexiva e nem anti-simétrica.

Subtracdo em N

Dados dois ntimeros naturais a e b, com a < b, sabemos que existe um ntmero natural c tal que b = a +c.
Neste caso, definimos o nimero b menos 4, denotado por b — 4, como sendo o nimero c¢. Em simbolos, temos:

c=b-a&sb=a+c
Dizemos que c é o resultado da subtragdo de a de b. Assim

—: NxN — N
(ba) — ci=b—a&sb=a+c

No universo dos niimeros naturais nem sempre existe a subtragdo de dois ntmeros; s6 existe

Muito cuidado! || b —a quando a < b, e que por defini¢do (b —a) +a = b.

Nota 2. A subtracdo ndo é uma operagao associativa, de fato:

(9—4)—3=5-3=2 e 9—(4-3)=9-1=38

1.4 Proposi¢do. Sejama,b,c € N.Sea < b,entdoc-(b—a) =c-b—c-a.

Note que, se b > a, entdoc-b > c-a, e assim c - b — c - a estd bem definido. Supondo, entdo, b —a = d,
temos b = a + d. Multiplicando por ¢ ambos os membros desta tltima igualdade, obtemosc-b =c- (a+d) =

http://cattai.webnode.com/ensino/uneb/analiseum | 7
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c-a+c-d,oquenosda
ccd=c-b—c-a.

Substituindo d por b — a na igualdade acima, obtemos ¢ - (b —a) = ¢ - b — ¢ - a. Como queriamos.

1.1.2 Exercicios Propostos

EP 1.1. Sejama,b,c,d € Ntaisquea < bec <d.Mostrequeb—a <d—-c&b+c<a+d

EP 1.2. Sejam a,b,c € N tais que a — (b — ¢) esteja bem definido. Mostre que (a2 + c¢) — b estd bem definido e
quea— (b—c)=(a+c)—b.

EP 1.3. Sejam a,b,c € N taisque a < ce b < c. Mostre que, sec —a < ¢ — b, entdoa > b.

EP 1.4. Sejam a,b,c € N tais que b + ¢ < a. Mostre que a — (b +¢) e (a — b) — ¢ estdo bem definidos e que vale
aigualdadea — (b+c) = (a—b) —c.

EP 1.5. Sejama,b,c € N tais quec < b < a. Mostreque b —c <a —c¢ < a.

1.2 Numeros Inteiros

A nogédo de nlimero natural, como vimos, desenvolveu-se gradativamente a partir da experiéncia cotidiana.
Seu emprego foi-se generalizando aos poucos e as propriedades das operagoes foram admitidas como um fato
experimental. O mesmo ndo aconteceu com os nliimeros negativos. O primeiro uso conhecido desses ntimeros
encontra-se numa obra indiana, atribuida a Brahmagupta (628d.C. aproximadamente), na qual sdo interpretados
como dividas. Foi preciso a possibilidade de dar diversas interpretagdes aos niimeros negativos que fez com
que eles fossem aceitos aos poucos na coletividade matematica. Porém, desde seu aparecimento, esses ntimeros
sucitaram duvidas quanto a sua legitimidade. Em 1543 Stieffel ainda os chamava de ntiimeros absurdos, e
Cardano, contemporaneo de Stieffel, denominava-os solugdes falsas de uma equacao.

A nogado de ntmero natural (a partir da qual se pode explicitar a nogdo dos inteiros) foi fundamentada com
precisdo, pela primeira vez, pelo matematico italiano Giuseppe Peano, em 1889 na sua Arithmetica Principia Nova
Methodo Exposita. O Método de Peano, com leves variantes, é usado até hoje por numerosos textos, mas tem o
inconveniente de ser longo e demorado. Segundo esta teoria, a definicio de ntimero natural é estabelecida a
partir de trés conceitos primitivos e cinco axiomas. O leitor interessado nesse ponto de vista poderd consultar
o ultimo capitulo do livro Nimeros uma introdugio a Matemdtica, de César P. Milies e Sonia P Coelho, editora
EDUSP.

Preferimos dar diretamente uma fundamentagdo axiomatica dos ntimeros inteiros semelhante a que empreg-
amos no capitulo anterior, dos Ntimeros Naturais, permitindo chegar mais rapidamente a resultados significa-
tivos. Mas, afinal, o que sdo os nimeros inteiros?

1.2.1 Fundamentacao Axiomatica

Os ntimeros inteiros formam um conjunto, que denotaremos por Z, assim definido:
Z=NU{0}U{—n; ne N},

no qual estdo definidas duas operacgdes, a adi¢do e a multiplicacdo, que definimos para os ntimeros Naturais.

8 } Adriano Cattai
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Enunciamos um grupo de 6 axiomas (propriedades) em IN que também sdo vélidas para Z, além das que

seguem:

(Z1) A existéncia do Elemento Neutro:

VaoeZ,a+0=a e a-1=a.
(Z2) A existéncia do Oposto: para cada a € Z existe um tinico oposto aditivo, denotado por —a, tal que

a+ (—a)=0.

(Z3) Propriedade cancelativa para a multiplicagdo: Va, b, c € Z, com a # 0, tem-se que

a-b=a-c=b=c

-
Nota 3. No conjunto Z, distinguimos trés subconjuntos notéveis:
oZ+ =1{0,1,2,3,...} (conjunto dos inteiros ndo negativos)

oZ_ ={0,—-1,-2,-3,...} (conjunto dos inteiros ndo positivos)

oZ*={...,-3,-2,-1,1,2,3,.. .} (conjunto dos inteiros ndo nulos)

\.
1.5 Proposicdo (Propriedade Cancelativa da Adi¢do). Sejama, b, c € Z, tem-se que,sea+b = a+c,entdob = c.

Prova: Sea+ b = a + ¢, somando o oposto de 4 a ambos os membros dessa igualdade, temos que

(—a) + (a+b) = (—a) + (a+0).

Da propriedade associativa, temos

[(—a)+al+b=[(—a)+a]+c,

istoé,0+b =0+, donde b = ¢, como querfamos.

1.6 Proposic¢do. Para todo inteiro a, tem-se que a - 0 = 0.

Prova: Como 0 =0+0, escrevemosa-0=a-(0+0)=a-0+a-0. Umavezquea-0=a-0+0, temos

a-0+0=a-0+a-0,

e pela propriedade cancelativa da adigdo, temos que a - 0 = 0.

1.7 Proposi¢do. Sejam a e b inteiros, tais que a - b = 0. Entdo,a = 0ou b = 0.

Prova: Se a-b = 0, usando a proposigdo anterior podemos escrever essa igualdade na formaa-b =a - 0.

Se a = 0, a proposigdo estd demonstrada, caso contrario, podemos usar o axioma (Z3) para cancelar e obtemos

b=0.

1.8 Proposicdo (Regra dos Sinais). Sejam a e b inteiros. Entado:

(i) —(—a) =a;

http://cattai.webnode.com/ensino/uneb/analiseum | 9
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(ii) (—a) - (b) = —(a-b) = a- (=b);

(iii) (—a) - (~b) = a-b;

Prova:

(i) Note que o oposto de um elemento a é o tnico inteiro que verifica a equagdo a + x = 0. Deste modo, a

verifica a equacgdo (—a) + x = 0, implicando que a é o oposto de —a, que é indicado por —(—a).
(ii) Para a primeira igualdade, perceba que (—a) - b é a solugdo da equagdoa - b+ x = 0, ja que
a-b+(—a)-b=[(—a)+a]-b=0-b=0.
Analogamente, verifica-se que a-b+a - (—b) = 0.

(iii) Observe, diretamente, que aplicando (ii) temos

e por (i), segue que (—a) - (—b) =a-b.

Em N definimos a relacdo menor do que (<) e que observamos ndo ser uma “relagdo de ordem”. Em Z, esta
definida a relagdo “menor do que ou igual” (<), que é uma relagdo de ordem (verifique isso!) e que também
permite comparar seus elementos, da seguinte forma:

1.9 Definig¢do (Relagdo de Ordem em Z). Dados a,b € Z, dizemos que a é menor do que ou igual a b, simbolizado
por a < b, se existe um inteiro ndo negativo c tal que b = a + c. Utilizamos a notagdo b > a, que se 1& b é maior

do que ou igual a a, para representar a < b.
Com esta defini¢do, a Proposigao 1.3 pode ser reescrita como:
1.10 Proposicao.
(i) A relacdo menor do que ou igual é reflexiva:
Va € Z, tem-se que a <a.
(ii) A relagdo menor do que ou igual é anti-simétrica:
Va,beZ,a<bAb<a = a=h.
(iii) A relacdo menor do que ou igual é transitiva:
Va,bceZ,a<bAb<c = a<ec.
(iv) A adigdo é compativel e cancelativa com respeito a relagdo “ menor do que ou igual "
Va,beN,a<b & a+c<b+ec.

(v) A multiplicagdo é compativel e cancelativa com respeito a relacdo “ menor do que ou igual ”:

Va,beN,a<b,c>0 & a-c<b-c.

| Prova: Pura Diversio!
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Subtracdo em Z

Dados dois ntimeros inteiros 2 e b, com a < b, sabemos que existe um nimero inteiro ndo negativo c tal
que b = a + c. Neste caso, definimos o ndmero b menos 4, denotado por b — a, como sendo o nimero c. Em
simbolos, temos:

c=b—a&b=a+ec

Dizemos que c é o resultado da subtracdo de a de b. Assim

—: ZxZ — Z
(bja) — c:=b—a&b=a+c

De outro modo, pela existéncia do simétrico aditivo, podemos definir em Z a subtragdo, estabelecendo que
a—b:=a+ (—b), paratodos a e b pertencentes a Z.
- ZxZ — Z
(a,b) — a—b:=a+(-b)

Fique Atento! Vimos que no universo dos niimeros naturais, nem sempre existe a subtragdo de dois

numeros, s6 existe b — a quando a < b. Em Z ndo existe esta preocupagao.

1.2.2 Principio da Boa Ordem

Para apresentar nosso tltimo axioma, introduziremos alguns conceitos.

1.11 Definigdo. Seja X um subconjunto de Z. Diz-se que X é limitado inferiormente se existe algum inteiro m

tal que, para todo a € X, tem-se que m < a.

Um elemento m(y € X diz-se elemento minimo de X se, para todo a € X, tem-se que my < g (verifique, se

existe um elemento minimo de X ele é tinico!).

De modo anélogo, define-se conjunto limitador superiormente e elemento maximo. Usaremos a notacao
min(X) e max(X) para indicar o minimo e 0 méximo de um conjunto X, quando existirem.

Axioma 1 (Principio da Boa Ordem). Todo conjunto ndo vazio de inteiros ndo-negativos contém um elemento

minimo.

Até aqui sabemos, obviamente, que 0 < 1, no entanto ndo tinhamos provado que ndo existem inteiros entre
0 e 1. Esse é o contetido do nosso préximo corolario.

1.12 Coroldrio. Seja a um inteiro tal que 0 < a < 1. Entdo,a =0oua = 1.

Prova: Suponhamos, por absurdo, que exista um inteiro a diferente de 0 e de 1 nessas condi¢des. Assim, o
conjunto S = {a € Z;0 < a < 1} seria ndo-vazio e pelo Principio da Boa Ordem existiria m = min(S). Como
m € S temos m > 0 e m > 1. Multiplicando por m a segunda desigualdade, obtemos m? < m. Assim, também

m? > 0e, como m < 1, da transitividade temos m? < 1. Logo m? € S e é menor que seu elemento minimo,

uma contradigdo.

1.13 Coroldrio. Dado um ndmero inteiro n qualquer, ndo existe nenhum nimero inteiro m tal que n < m <

n+4 1.

http://cattai.webnode.com/ensino/uneb/analiseunm | 11
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Prova: Suponha, por absurdo, que exista um ndmero inteiro m com n < m < n + 1. Logo, existiria um

ndmero inteiro positivo k tal que n + k = m < n + 1, que, pela propriedade cancelativa da adi¢ao, implicaria

0 < k <1, 0 que é um absurdo, tendo em vista o coroldrio acima.

1.14 Corolario. Sejam a e b dois inteiros ndo negativos. Seab =1, entdoa =loub = 1.

Prova: Inicialmente, note que a # 0 e b # 0, pois caso contrario ab = 0. Agora,sea # 1l e b # 1, entdo

devemos tera > 1eb > 1. Logo, ab > b > 1, uma contradi¢do. Portanto a = 1 ou b = 1. Qualquer uma

dessas possibilidades implicaa = b = 1.

1.2.3 Exercicios Propostos

EP 1.6. Sejam a,b € Z, mostre que:

@ (-1)-a=—a (c)Sea? =a,entioa =0o0ua=1;
(b) Se a*> = 0, entdo a = 0; (d) A equagdo a + x = b tem uma tnica solugdo.
EP 1.7. Mostre que a relagdo menor do que ou igual a (<) é uma relagdo de ordem, ou seja, é reflexiva, anti-

simétrica e transitiva.

EP 1.8. Seja a € Z, mostre que:
(a)Sea <0, entdo —a > 0; (d)1>0;

(b) Sea >=0, entdo —a < 0; (e)Se a < b, entdo —a > —b.
(©a?=0 (terminologia usual: todo quadrado é ndao negativo);

EP 1.9. Sejam a,b,c,d € Z, prove que:
(@)Sea > bec > 0,entdo ac > bc; (c)Sea > bec <0, entdo ac < bc;

(b)Sec > 0eac < bc,entdoa < b; (d)Sec < 0eac > bc,entdoa < b;

(e) a2 —ab+1b2>0 (dica: separar em casos, por exemplo: a,b > 0);
(f)Seab > 0,entdoa >0eb >00ua<0eb <0
(g)Se0<a<be0<c<d entdoac < bd;
(h)Se0<a<bel<c<d entdoac < bd;

(i) Se a < b, entdo a® < b3. E verdade que, se a < b, entdao a? < b*?

EP 1.10. Mostre que a equagio x> + 1 = 0 ndo tem solugio em Z.

1.3 O Principio da Inducao Completa

As ciéncias naturais utilizam o método chamado indugado empirica para formular leis que devem reger deter-
minados fendmenos a partir de um grande niimero de observagdes particulares, selecionadas adequadamente.
Esse tipo de procedimento, embora ndo seja uma demonstracdo de que um dado fato é logicamente verdadeiro,
é freqiientemente satisfatério. A validade de um teorema matematico se estabelece de forma totalmente difer-
ente.
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Verificar que uma certa afirmacédo é verdadeira num grande niimero de casos particulares ndo permitira

concluir que ela é vélida. Por exemplo, considere a expressdo p(n) = n?

— n + 41 e considere a seguinte afir-
magdo: para cada inteiro positivo n o valor p(n) é um miimero primo. Para n = 1 temos p(1) = 41, da mesma forma
p(2) =43 e p(3) = 47, sdo numeros primos, e que, com um pouco de paciéncia, podera verificar que a afirmagéo

é verdadeira para os primeiros 40 valores de 1, pois p(41) = 41 - 41, que ndo é um nimero primo.

Se nos depardssemos com a férmula

nn+1)
2 7

como verificar sua validade? Evidentemente, é impossivel demonstra-la em todos os casos particulares.

1+2+3+...+n=

Para demonstrar a verdade desse tipo de proposicao, que na realidade é uma seqiiencia infinita de proposigoes,
uma para cada inteiro positivo, introduziremos o chamado método de recorréncia ou da inducdo completa.

("Nota 4. Conta a histéria sobre Carl Friederich Gauss quando ainda garoto. Na escola, o professor, paa
aquietar a turma de Gauss, mandou os alunos calcularem a soma de todos os ndmeros naturais de 1 a 100.
Qual ndo foi a surpresa quando, logo em seguida, o menino deu a resposta 5.050. Indagado como tinha
descoberto tdo rapidamente o resultado, Gauss, entdo com nove anos de idade, descreveu o método, como
segue:

Sp=14+24+3+...+n.

Somando a igualdade acima, membro e membro, com ela mesma, porém com as parcelas do segundo

membro em ordem invertida, temos que

Sp = 1 + 2 + 3 + ...+ n
Spn = n + (n—-1) + n—-2) + ... + 1
25, = (n+1) + (n+1) + (n+1) + ... + (n+1)

Dai segue que 25, = n(n + 1), e, portanto

5, = Mntl)
- 2 .

1.15 Teorema. Sejam a um inteiro dado e S um conjunto de inteiros maiores ou iguais a a, que tem as seguintes

propriedades:

(i)aes;

(i) Se um inteiro k > a pertence a S, entdo k + 1 também pertence a s.

Entdo S é o conjunto de todos os inteiros maiores ou iguais a a.

Prova: Suponhamos que a afirmacdo seja falsa. Entdo, o conjunto S’ dos inteiros maiores ou iguais a
a que ndo pertencem a S seria ndo-vazio (e limitado inferiormente por a). Como todo conjunto limitado
inferiormente tem minimo, existe um m que é p minimo de S’. Como a € S, certamente a < m, logo a <

m—1 < m. Temos aindaquem —1 <m = min(S’), logom—1¢ S, isto é,m — 1 € S. Conforme (ii), teremos

entdo que m = (m — 1)+ 1 € S, uma contradigdo, ja que m € §'.

1.16 Coroldrio (Principio da Indugdo Completa). Seja 2 um inteiro dado. Suponhamos que para cada inteiro

n > a estd dada uma afirmagdo P(n) de forma que:
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(i) P(a) é verdadeira;

(i) Se, para um inteiro k > a, P(k) é verdadeira, entdo P(k + 1) é verdadeira.

Entdo a afirmacdo P(n) é verdadeira para todo inteiro n > a.

Prova: Basta considerar o conjunto S dos inteiros n > a para os quais P(n) é verdadeira e verificar que

estd nas condigdes do teorema anterior. Assim, S contém todos os inteiros maiores ou iguais a a e segue a tese.

nn+1)
2

Exemplo 1.1. Provaremos agora que a férmulal+2+4+3+...+n = é verdadeira para todo n € IN.

1(1+1
Para n = 1 a férmula acima é vélida, pois 1 = % Deste modo, nossa afirmacdo é verdadeira para
n = 1. Deveremos mostrar agora que, se a afirmacdo é verdadeira para n = k, entdo também é verdadeira para
k(k+1
n = k + 1. Assim, estamos admitindo, entdo, como hipétese de indugao, que 1 +2+3 +... +k = % é

verdadeiro.
Somando k 4 1 a ambos os membros dessa igualdade, temos

k(k+1)
2

+(k+1):k(k+1)42rz(k+l),

1+243+...+k+ (k+1) =

isto é,
(k+1)(k+2)

14243 +...+k+(k+1) = 5

que é a férmula correspondente a n = k + 1, cuja validade queriamos demonstrar.

Exemplo 1.2. Provaremos agora um resultado da geometria plana: a soma dos dngulos internos de um poligono
convexo de n lados é

Sp=(n—2)-180°, n > 3.

De fato, para n = 3 temos que o poligono é um tridngulo e sabemos da geometria elementar que a soma
dos angulos internos de um triangulo é 180°.

Suponhamos a afirmacgdo vélida para n = k > 3, isto é, que a soma dos angulos internos de um poligono
convexo de k lados é Sy = (k —2) - 180° e consideremos o poligono convexo aga; . ..a; com k + 1 lados. O
poligono apa, . . . ax que se obtém tracando o segmento apa, tem k lados, conseqiientemente, a soma dos seus
angulos é Sy = (k—2) - 180°. Agora, a soma dos angulos do poligono original serd Sy mais a soma dos angulos

do tridangulo agajay, isto é,
Sky1 = Sk +180° = (k—2) - 180° +180° = (k—1) - 180°.

Exemplo 1.3. A desigualdade 213 > 3n2 4 3n + 1 é falsa paran = 1en = 2. Porém, para n = 3, temos 54 > 37,

que é uma afirmacao verdadeira. Provaremos que 21n% > 3n? +3n +1,n > 3.

Suponhamos, entdo, que a afirmagdo ¢ verdadeira para n = k > 3, isto é, que 2k> > 3k*> + 3k +1 é

verdadeira. O que deveremos fazer é que a afirmagdo também é verdadeira paran = k + 1, isto é, que

2(k+1)° >3(k+1)2+3(k+1) +1.
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Temos que
2(k+1)% = 2(k3 4 3k% 4+ 3k + 1) = 2k> + 6k> + 6k + 2.

Usando a hipétese de inducado, vem

2(k+1)% > 3k*+3k+1+6k*+6k+2
= 3(k*+2k+1) + 3k + 6k
3(k+1)% + 3k + 6k>.

Como k > 3, temos que 6k? > 54 > 3 + 1 e substituindo na férmula acima obtemos:
2(+1)° >3(k+1)>+3k+3+1=3(k+1)>+3(k+1) +1,
como queriamos demonstrar.

Exemplo 1.4. Este exemplo ilustra o primeiro registro da utilizagdo do Principio da Indu¢do Matematica, feita
por Francesco Maurolycus em 1575. Trata-se da determinagdo de uma férmula exata em fungdo den > 1 paraa

soma dos 1 primeiros niimeros naturais impares. Ou seja, busca-se uma férmula para

Sy =143+5+...+2n—1).

Vamos calcular S, para alguns valores de n:
S1=1, S5 =14+3=4, S3=14+3+5=9, §4=1+3+5+7=16, Ss=1+3+5+7+9 =25.

2

Os casos particulares acima nos conduzem a conjecturar que S, = n°. Mas como ter certeza de que ndo

estamos cometendo um engano? Bom, o tinico jeito é usar a indugdo matematica.

Definamos p(n) : S, = n?. Temos p(1) : S; = 1 = 12, portanto verdade. Suporemos p(k), k > 1 verdade,
isto 6, 1 +3+5+ ...+ (2k — 1) = k* a nossa hipétese de indugdo. Mostraremos que p(k + 1) é também
verdade.

Somando 2k + 1 a ambos os lados de 1 +3 +5+ ... + (2k — 1) = k?, obtemos

14+3+45+...+(2k—1)+ (2k+1) =K+ (2k+1) = (k+1)?,

ou seja, temos Si; 1 = (k+ 1)2, 0 que nos diz que p(k + 1) é verdade.

1.3.1 Meétodo da Recorréncia

Antes de concluir esta secio vamos observar que a inducdo completa fornece também um método para
definir novos conceitos, o chamado método da recorréncia.

Por exemplo, dado um inteiro a podemos definir poténcia de a de expoente positivo da seguinte forma:

() a! = a;

(ii) Para cada inteiro positivo 1, definimos a"*! = a - a".

Este par de condi¢oes dd uma regra que especifica o significado do simbolo a" para cada inteiro n > 1. Por

convencao, definiremos a° = 1.

O método de recorréncia também é usado para definir o simbolo 7! (fatorial de #). Definimos:
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()1 =1;

(ii) Para cada inteiro positivo n > 2, definimos n! =n - (n —1)!.
Assim, temos n! como o produto de todos os fatores positivos menores ou iguais a . Define-se, 0! = 1.

1.17 Proposigdo. Sejam a e b dois inteiros. Para quaisquer m e n inteiros ndo negativos, temos que:

(i) a™-a" = a"tn, @ii) (a™)" = a™™; (iii) (a - b)"* = a™ - b".

Prova: Provaremos apenas (i). Fixemos a e m arbitrariamente e demonstraremos a relagdo por indugdo

sobre 1. Temos claramente, pelas defini¢des, que

Isto, pelo principio de Inducdo Matematica, prova a nossa propriedade.

1.3.2 Exercicios Propostos

EP 1.11. Mostre as seguintes férmulas por indugao:

+1)(2n+1
(a)12+22+32+...+n2:"(" )6(n ),- @B+ +..  +nd=1+2+...4+n)%
1 1 1 n
1))\ —+ —4... = ;
(b)13+23+...+n3=<@); Dz a3 T amrD) ~ar1
© 1 N 1 I 1 _ n(n+3)
1-2:3 2:3:4 77" " nn+1)(n+2) 4n+1)(n+2)
EP 1.12. Ache uma férmula para cada uma das somas seguintes:
(@Q)2+4+...+2n (©2+4+8+...4+2%
dl 1 1 1
b)2+5+8+...+(3n—1); ()§+Z+§+~-~+2—n-
EP 1.13. Mostre por indugédo que:
(a) 2" > n, paratodon € N; (f)n < 2", paratodon € N;
1— n+1
(b) n! > 2", paratodon € N — {1,2,3}; (g)%zl—i—x—i—...—i—x”sex;«él;
2 . —
(c)n! > n*, paratodon € N —{1,2,3}; (h) (1+ x)" > 1+nx+”(”2 1)x2 sex >0
3 .
(d) n! > n’, paratodon € N —{1,2,3,4,5}; @) (1+x)2" > 1+ 2nxse x # 0.

(e)n! > 3", paratodon € N —{1,2,3,4,5,6};
EP 1.14. Sejam m, n € Z. Decidir se as afirmativas abaixo sdo verdadeiras ou falsas:

a) (mn)! = m!n!, paratodom,n > 1; (b) (m+n)! = m! 4+ n!, para todo m,n > 1.
P P

EP 1.15. Sejam a e b inteiros e n um natural. Provar que:

(a) Se n é impar e a" = b", entdoa = b;

(b) Sen éparea” = b", entdo a = Lb;
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(c) Se a e b sdo positivos e a” < b", entdoa < b.

EP 1.16. Seja x um nuimero natural. Demonstrar que (1 + x)” > 1+ nx, paratodon > 2.

EP 1.17. Prove que, tracando 7 retas num plano, ndo se pode dividi-lo em mais de 2" partes.

Conjuntos Finitos, Enumeraveis e Nao-Enumeraveis

1.4 Conjuntos Finitos

Para o nosso prop6sito, quanto ao ndmero de elementos de um conjunto, é necessario apenas distinguir trés
tipos de conjuntos: os finitos, os enumeraveis e 0os ndo-enumeraveis. A nogdo de conjunto enumeravel estd es-
treitamente ligada ao conjunto IN dos ntimeros naturais, em que os empregamos para a contagem dos conjuntos
finitos, mostrando como eles podem ser considerados como nimeros cardinais e completando, portanto, sua

descrigao.

Como vimos no inicio, o conjunto IN é o conjunto usado para contagens. Quando queremos contar, por
exemplo, o niimero de integrantes do grupo Os Trés Mosqueteiros procedemos da seguinte maneira. A cada
integrante associamos um elemento do conjunto IN, seguindo a sua ordem usual:

D’Artagnan 1, Athos2, Porthos 3, Aramis 4.

Acabamos de definir uma fungéo injetiva ¢ do conjunto A = { Os Trés Mosqueteiros } no conjunto IN, de
modo que ¢(D’Artagnan) = 1, ¢(Athos) = 2, ¢(Porthos) = 3 e ¢(Aramis) = 4. Bastava tomar o conjunto
Iy = {1,2,3,4} como contra-dominio que f ainda seria injetiva. Porém, isto ndo seria possivel se I; fosse
{1,2,3} pois, neste caso, pelo menos um elemento de I, estaria associado a mais de um musico (e portanto f ndo
seria injetiva). De fato, 4 é o menor nimero # tal que o conjunto {1, ...,n} possa ser contra-dominio sem que ¢

deixe de ser injetiva.

Vejamos outro exemplo de contagem. Um professor vai aplicar uma prova e ndo tem certeza se a sala desti-
nada a este feito tem um ndmero suficiente de cadeiras para acomodar os alunos. Ele pode contar as cadeiras
e os alunos e comparar os resultados para obter a resposta. Uma alternativa ¢bvia a este método é pedir aos
alunos que se acomodem e trés coisas podem acontecer ao final do processo:

(i) existem alunos de pé e todas as cadeiras estdo ocupadas;

(ii) existem cadeiras livres e todos os alunos estdo sentados;

(iii) todos os alunos estdo sentados e todas as cadeiras estdo ocupadas.
No primeiro, caso temos que o ntimero de alunos é maior que o de cadeiras; no segundo caso, ocorre o con-
trario e, finalmente, no terceiro eles sdo iguais. Obtemos, assim, a resposta a pergunta “qual conjunto tem

mais elementos?” sem necessariamente conhecer os ntimeros de elementos dos conjuntos envolvidos. Estas
considera¢des motivam a seguinte definicao.

Notacao! Indicaremos pelo simbolo I, o conjunto {1,2,...,1n} dos nimeros naturais, desde 1 até n.
Mais precisamente, dado n € IN, temos

Li={peN;1<p<n}.

Estas consideragdes nos levam as seguintes definicoes.
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1.18 Definicdo. Seja A um conjunto ndo-vazio. Se existe n € IN e uma fungdo injetiva ¢ : A — I, diremos que A

é finito; caso contrario, A é infinito. O menor niimero n que verifica esta propriedade é dito niimero de elementos
de A e escrevemos #A = n. Diremos também que o conjunto vazio é finito e que seu ntimero de elementos é

Zero.

1.19 Defini¢do. Sejam A e B dois conjuntos ndo-vazios. Dizemos que A e B tém a mesma cardinalidade ou que
a cardinalidade de A é igual a de B e escrevemos #A = #B, se existe uma bije¢do ¢ : A — B. Caso contrdrio
dizemos que eles ndo tém a mesma cardinalidade ou que suas cardinalidades sdo diferentes e escrevemos #4 #

#B.

1.20 Defini¢do. Sejam A e B conjuntos ndo-vazios. Se existe fungdo injetiva ¢ : A — B, entdo dizemos que a
cardinalidade de A é menor ou igual a de B e escrevemos #4 < #B. Se existe uma funcao sobrejetiva ¢ : A — B,

entdo dizemos que a cardinalidade de A é maior ou igual a de B e escrevemos #A > #B.

Observamos que o nimero de elementos de um conjunto finito A ndo vazio é bem definido gragas ao Princi-
pio da Boa Ordem. De fato, o conjunto dos ntimeros n € IN que verificam a propriedade “existe funcdo injetiva
¢ : A — I,” é um subconjunto ndo vazio (pois A é finito) de IN e, portanto, possui um elemento minimo.

Os seguintes fatos decorrem imediatamente das definicoes:

(i) Cada conjunto I, é finito e possui n elementos, ou seja #I,, = n;

(ii) Se ¢ : A — B é uma bijegdo, um desses conjuntos é finito se, e somente se, o outro é.

Intuitivamente, uma bijecdo ¢ : I, — A significa uma contagem dos elementos de A. Pondo ¢(1) =
a1, ¢(2) = ap,..., ¢(n) = a, temos A = {ay,ay,...,a,}. Esta é a representagdo ordindria de um conjunto
finito.

Para que o ntiimero de elementos de um conjunto nido seja uma noc¢do ambigua devemos provar que, se
existem duas bijegdes ¢ : I, — Ae : I, — A, entdo m = n. Considerando a fun¢do composta & = 1 o
¢ : 1, — I, basta entdo provar que, se existe uma bijecdo ¢ : I, — I, entdo m = n. Para fixar idéias,
suponhamos m < n. Dai, I, C I,. A unicidade do ntimero de elementos de um conjunto finito serd, portanto,
uma conseqiiéncia da proposi¢do mais geral seguinte.

1.21 Teorema. Seja A C I,;. Se existir uma bije¢do ¢ : I, — A, entdo A = ;.

Prova: Veja, por exemplo, em Elon volume 01.

Como conseqtiéncia desta, temos:

1.22 Corolario. Nao pode existir uma bijecdo ¢ : A — B de um conjunto finito A sobre uma parte prépria

B C A.

1.23 Teorema. Se A é um conjunto finito entdo todo subconjunto B C A é finito. O nliimero de elementos de B

ndo excede o de A e s6 é igual quando B = A.

Prova: A prova deste teorema é decorrente da indugdo completa combinado com o teorema anterior. Veja,

por exemplo, em Elon volume 01.

1.24 Corolario. Seja ¢ : A — B uma fungdo injetiva. Se B for finito entdo A também serd. Além disso, o niimero

de elementos de A ndo excede o de B.
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1.25 Proposic¢do. Sejam A e B dois conjuntos ndo-vazios. Entdo #A < #B se, e somente se, #B > #A.

Suponhamos #A < #B e mostremos que #B > #A. Por definigdo, existe uma fungdo injetiva ¢ : A — B.
Para concluir, devemos mostrar que existe fungdo sobrejetiva ¢ : B — A. Fixemos um elemento yy € A. Para
todo x € B definimos ¢(x) da seguinte maneira. Se x ¢ ¢(A) tomamos (x) = yo, sendo, se x € ¢(A), entdo,
pela injetividade de ¢, existe um tnico y € A tal que ¢(y) = x. Neste caso, tomamos §(x) = y.

Mostremos que 1 é sobrejetiva. Sejay € A e x = ¢(y). Temos x € ¢(A) e, por defini¢do de ¢, segue que
¥(x) = y. Mostremos agora a reciproca, isto é, que se #B > #A, entdo #A < #B. Por hipotese, existe uma
fungdo sobrejetiva i : B — A. Logo, para todo y € A podemos escolher x € B tal que ¢(x) = y. Definimos

¢(y) = x. Mostremos que ¢ é injetiva. Se ¢(y1) = ¢(y2) (com y1,y2 € A), entdoy1 = P(@(y1)) = P(@(y2)) =
Y2.

Verifique! ||  Se#A < #Be#B < #A, entdo #A = #B.

Exemplo 1.5.

(a) Seja A um conjunto nao vazio. E evidente que #A = #A, pois a funcéo identidade Id : A — A dada por

Id(x) = x para todo x € A é uma bijecdo.

(b) Sejam A e B dois conjuntos ndo-vazios, com A C B. Obviamente #A < #B, pois a funcdo Id : A — B dada

por Id(x) = x para todo x € A é injetiva.

No exemplo seguinte vamos mostrar que a cardinalidade do conjunto IN é a mesma do conjunto Z.

Exemplo 1.6. Escrevendo Z = {0,1,—1,2,—2,3,—3,...} uma bije¢do de ¢ : N — Z nos salta aos olhos. Ela é
dadapor ¢(1) =0, ¢(2) =1, 9(3) = —1, p(4) =2, ¢(5) = —2, ¢(6) = 3, ..., mais precisamente,

m, sen =2m, m=1,2,3,...
p(n) =
—m, sen=2m+1, m=0,1,2,...

Assim, concluimos que #IN = #Z.

Exemplo 1.7. E verdade que #N? = #IN. De fato, #IN < #IN?, pois a fungdo ¢ : N — IN? dada por ¢(n) = (1, 1)
é claramente injetiva. Por outro lado, vejamos que #IN?2 < #N. Pela unicidade da fatoragido de naturais como
produto de primos (Teorema Fundamental da Aritmética), temos que a fungdo i : IN? — N dada por ¢(m, n) =
2" . 3" é injetiva. Outra demonstracao, bastante popular, para #IN? = #IN é obtida através do esquema mostrado

na figura abaixo.

Uma bijecao ¢ : N — IN? ¢ definida seguindo as setas da seguinte maneira:
¢ =(1,1), ¢(2) = (1,2), ¢B3) = (2,1), ¢(4) = (1,3), ¢(5) = (2,2),...

Definimos anteriormente conjunto infinito como sendo o conjunto que ndo é finito. Explicitaremos esse
fato. O conjunto A é infinito quando néo é vazio e, além disso, seja qual for o n € IN, nédo existe uma bijecao

o: I, — A

Por exemplo, o conjunto IN dos nimeros naturais é infinito. De fato, dada qualquer funcédo ¢ : I, — N, seja
p=¢1)+¢2)+...+ ¢(n). Entdo p > ¢(x), para todo x € I,, donde p ¢ ¢(I,). Logo, nenhuma fungdo
@ : I, — IN é sobrejetiva.

Outra maneira de verificar que IN ¢é infinito é considerar o conjunto P = {2,4,6, ...} dos niumeros pares e
definir a bije¢do ¢ : N — P, em que ¢(n) = 2n. Como P é uma parte propria de IN, segue-se do corolario 1.22
que IN ndo é infinito
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Os fatos vistos acima sobre conjuntos finitos fornecem, por exclusdo, resultados sobre conjuntos infinitos.

Por exemplo, se ¢ : A — B é injetiva e A é infinito, entdo B também é.

Outros exemplos de conjuntos infinitos sdo Z e Q, pois ambos contém o conjunto IN. Segundo uma proposigédo
devida a Euclides, o conjunto dos niimeros primos é infinito.

1.26 Definigdo. Um conjunto A C IN chama-se limitado quando existe um m € IN tal que m > n seja qual for o

ne A
Caracterizaremos agora os subconjuntos finitos de IN.
1.27 Teorema. Seja A C IN ndo-vazio. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(a) A é finito;
(b) A é limitado;

(c) A possui um maior elemento.

Prova: Ver, por exemplo, em Elon volume 01.

Um conjunto A C IN chama-se ilimitado quando néo é limitado. Isso significa que, dado qualquer m € N,
existe algum n € IN tal que n > m. Os conjuntos ilimitados A C IN sdo, como acabamos de ver, precisamente
0s subconjuntos infinitos de IN.

1.28 Teorema. Sejam A e B conjuntos disjuntos tais que #A = m e #B = n. Entdo, A U B é finito e #( AU B) =

m—+n.

Prova: Dadas as bijecdes ¢ : I, — Aey : I, — B, definamos a fun¢do ¢ : [;+» — AU B pondo

Cx)=¢(x)sel <x<mei(m+x)=1(x)sel <x <n ComoANB = &, constata-se que ¢ é uma bije¢do.

O corolério seguinte obtém-se aplicando k — 1 vezes o teorema.

k
1.29 Corolario. Sejam Aq, ..., Ay conjuntos finitos, disjuntos dois a dois, com #A; = m;. Entao, U A; é finito e
i=1
k
possui Z m; elementos.
i

k
Nota 5. Se, no coroldrio acima, eliminarmos a hipé6tese de disjun¢do dos conjuntos dois a dois, entdo U A;
i=1
k
terd no maximo Z m; elementos.
i

1.30 Corolario. Sejam Ay, . .., Ay conjuntos finitos com #A; = m;. Entdo o produto cartesiano A; x Ay X ... X Ay
k

é finito e possui [ | m; elementos.
i

1.5 Conjuntos Enumeraveis e Conjuntos Nao-Enumeraveis

1.31 Defini¢do. Dizemos que um conjunto A é enumerdvel quando é finito ou quando existe uma bijecio ¢ : A —

N (ou ¢ : N — A). No segundo caso, A diz-se infinito enumerdvel e, pondo-se a1 = ¢(1),a, = ¢(2),...,a, =
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¢(n),..., tem-se A = {ay,a,...,ay,...}. Cada bijecdo ¢ : N — A chama-se uma enumeragio (dos elementos)

de A.

Nota 6. Temos que A # @ é enumerdavel se, e somente se, #4 < #IN. I

Exemplo 1.8. A bijecdo ¢ : N — PP, definida por ¢(n) = 2n, mostra que o conjunto IP dos nameros pares é
infinito enumeravel. Analogamente, 1 : n +— 2n — 1 define uma bijegdo de IN sobre o conjunto dos ntimeros

naturais impares, o qual é, portanto, infinito enumerével.

Exemplo 1.9. O conjunto Z dos ntimeros inteiros é infinito enumeravel. Basta notar que a fun¢do ¢ : Z — N,
definida por
2n, sen >0

¢(n) =
—2n+1, sen<0

é uma bijegdo. Logo, ¢! : N — Z é uma enumeragio para Z. O exemplo 1.6 é outra maneira, na verdade

equivalente a esta, de mostrar que Z é enumeravel.

/1 Nota 7. Q é enumeravel. Veremos uma demonstracao deste resultado, mais adiante na secdo de corpos\
ordenados, quando estabelecermos que N C Z C Q C K. Por hora, apresentamos uma figura (abaixo)
ilustrando uma contagem para Q, de uma lista de dupla entrada onde as primeiras coordenadas represen-
tam os numeradores e as segundas coordenadas os denominadores.

(L1) (1,5)

. J

1.32 Proposicdo. Se A e B sdo enumeréveis, entdo A U B é enumerdvel.

Prova: Se A = @ ou B = O, entdo a proposicdo é imediata. Suponhamos que ambos sejam ndo-vazios.

Entdo, existem fungdes injetivas ¢ : A — IN e ¢ : B — IN. Definimos ¢ : AU B — IN da seguinte maneira:

2¢(x), sex € A,

) = 2¢(x) +1, sex € B\A.

Temos que ¢ é bem definida e é, claramente, injetiva (observe que {(A) N &(B) = @ pois os elementos de ¢(A)

sdo numeros pares, enquanto que os de ¢(B\ A) sdo impares).

Mais geralmente, temos:

o0
1.33 Proposic¢do. Se, paracadan € IN, A, é enumerdvel, entdo U A, é enumeravel.
n=1
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Prova: Sem perda de generalidade, podemos supor que A, # @ para todo n € IN. Seja A = G Ay. Por
hipétese, para cada n € IN temos que A, é enumeravel, logo, existe ¢, : IN — A, sobrejetiva. Varry;g; mostrar
que a funcéo

p: NxN — A
(n,m) = gu(m)
é sobrejetiva. De fato, se x € A, entdo existe n € IN tal que x € A,. Como f, é sobrejetiva, existe m € N tal

que ¢, (m) = x. Segue que ¢(n,m) = ¢,(m) = x. No exemplo 1.7 vimos que #N = #IN?. Portanto, existe

¢ : IN — IN? sobrejetiva. Segue que g o p : N — A é sobrejetiva.

Em outras palavras, o teorema acima diz que: uma reunido enumerdvel de conjuntos enumerdveis é um conjunto

enumerdovel.

1.34 Teorema. Todo subconjunto A C IN é enumerével.

Prova: Se A for finito, é enumeravel. Se for infinito, definiremos indutivamente uma bijecdo ¢ : N — A.
Poremos ¢(1) = menor elemento de A. Suponhamos ¢(1),...,¢(n) definidos de modo a satisfazerem as

seguintes condicdes:
@ ¢(1) < 9(2) <... < 9(n);
(b) pondo B, = A — {¢(1),...,¢(n)}, tem-se p(n) < x para todo x € B,

Em seguida, notando que B, # @ (pois A é infinito) definimos ¢(n + 1) = menor elemento de B,. Isto
completa a definicdo de ¢ : N — A, de modo a serem mantidas as condigdes (a) e (b) para todo n € IN. Segue-
se de (a) que ¢ é injetiva. Por outro lado, (b) implica que ¢ é sobrejetiva pois, se existisse algum x € A — ¢(IN),

teriamos x € B, para todo 7 e, portanto, x > ¢(n), qualquer que fosse n € IN. Entdo o conjunto infinito

¢(IN) C NN seria limitado, uma contradigdo, em vista do Teorema 1.27.

1.35 Corolario. Um subconjunto de um conjunto enumerével é enumeravel. Ou, se ¢ : A — B é injetivae B é

enumeravel, entdo A é enumeravel.

1.36 Proposicdo. Sejam A e B conjuntos enumeraveis. Entdo o produto cartesiano A x B é enumeravel.

Prova: Por hipétese existem fungdes ¢ : A — N ey : B — IN. Logo¢ : A x B — N x N, dada por

¢(a,b) = (¢(a), p(b)) é injetiva. Assim sendo, pelo fato que IN x IN é enumeravel (conseqiiéncia do Exemplo

1.7). Segue pelo Corolario 1.35 que A x B é enumerdvel.

1.37 Proposic¢do. Sejam Aj, ..., A, conjuntos enumeréveis, entdo Ay x ... X A, é enumerdvel.

Prova: Deixamos como exercicio a verificagdo deste resultado, que pode ser obtida por inducao.
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( )
Nota 8. O principal exemplo de conjunto ndo enumeravel que veremos é o conjunto dos nimeros reais IR,

como veremos mais adiante. Cantor mostrou que existem conjuntos ndo enumeréaveis, mais geralmente,
dado um conjunto A, sempre existe um conjunto cujo ntmero cardinal é maior do que o de A.
Um exemplo de conjunto ndo enumeravel é considerar o produto cartesiano A; X Ay X ... x A, x ... de

conjuntos Ay, Ay, ..., Ay, ... infinitos enumeréveis.

Numeros Reais

Tudo quanto vai ser dito no decorrer deste material se referird a conjuntos de niimeros reais: fungdes
definidas e tomando valores nesses conjuntos, limites, continuidade, derivadas e integrais dessas fun¢ées. Por
isso, vamos estabelecer neste capitulo os fundamentos da teoria dos ntimeros reais, o conjunto R, como um
corpo ordenado completo.

Enunciaremos os axiomas de corpo para que possamos estabelecer as propriedades dos ntimeros reais, que
sdo decorrentes logicamente dos axiomas de corpo, que enunciaremos. Estes axiomas apresentam o conjunto R
como um corpo ordenado completo. Veremos, aqui, que este conjunto ndo é enumeravel.

Vejamos o que é um corpo.

1.6 Corpos

Um corpo é um conjunto K munido de duas operagdes, chamadas adicdo e multiplicacio, que satisfazem a
certas condigdes, chamadas os axiomas de corpo, abaixo especificadas.

A adicdo faz corresponder a cada par de elementos x,y € K sua soma x 4+ y € K, enquanto a multiplicagdo
associa a esses elementos o seu produto x - y € K. Os axiomas de corpo sdo os seguintes:

(A) Axiomas da Adicdo
(A1) A soma é associativa:

Vx,y,z€K; (x+y)+z=x+(y+2z2).

(A2) A soma é comutativa:
Vr,yeK; x+y=y+x.

(A3) A soma tem elemento neutro, designado por 0, isto €,
VxeK, x+0=04+x=x.
(A4) Qualquer ntiimero real tem simétrico, isto é,
VxeK, JyeK;, x+y=y+x=0.
O simétrico do ndmero real x designar-se-a4 —x.

1.38 Observacao.

(a) A soma x + (—y) serd indicada com a notagdo x — y e chamada a diferenca entre x e y. A operagdo (x,y) —

x — y chama-se subtragio;
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(b) Somando-se y a ambos os membros de uma igualdade do tipo x —y = z, obtém-se x = y + z. Analoga-

mente, se x = y + z entdo, somando-se —y a ambos 0os membros, obtém-se x — y = z. Portanto, x —y =

zZoX=Y+2z

(c) Do item acima, temos que o 0 é inico. Ou seja, se x 4+ 0 = x, para algum x € K e para algum 0 € K, entdo
8 = x —x = 0. Do mesmo modo, todo x € K tem somente um simétrico, ou seja, se x +y = 0, entdo,
y=0—x=—x;

(d)Temos, também, que —(—x) = x,ja que (—x) + x = 0;

(e) Finalmente, vale a lei do corte: x +z = y + z = x = y, pois basta somar a ambos 0os membros da primeira

igualdade.
(B) Axiomas da Multiplicacdo
(M1) O produto é associativo:

Vx,y,ze K; (x-y)-z=x-(y-z).

(M2) O produto é comutativo:
Vx,yeK; x-y=y-x.

(M3) O produto tem elemento neutro, designado por 1, isto é,
VxeK, x-1=1-x=ux.
(M4) Qualquer ntimero real ndo nulo tem inverso multiplicativo, isto é,
Vx e K\{0}, JyeK; x-y=y-x=1

. . 1
O inverso do ntimero x # 0 designar-se-d por x ! ou —.
x

1.39 Observacio.
(a) Dados x e y em K, com y # 0, escreve-se também Y em vez de x - y~ 1. A operagdo (x,y) — g, definida

para qualquer x e todo y # 0 em KK, chama-se divisdo e o resultado ; é o quociente de x por y. Nao se divide

X . . - .. .- .
por zero: 6 nio tem sentido, assim o zero nao possul inverso mult1phcat1vo;
x z 1, . .
(b) Se y # 0, tem-se — = z = x = y - z. Dai se deduz a utilissima lei do corte:
Y

sex-z=1y-z entdox =y, desde que z # 0;

(c) Se x -y = x para todo x € K entdo, tomando x = 1 obtemos y = 1, garantindo a unicidade do 1. Agora, se

X -y = x e ndo se sabe se x # 0, ndo podemos garantir que y = 1.

Por fim, as operagdes de adicdo e multiplicagdo num corpo K acham-se relacionadas por um axioma, com o
qual fica completa a definicdo de corpo.

(C) Axiomas da Distributividade

(D1) O produto é distributivo relativamente a adicao, isto &,

Vx,y,z€ K, x-(y+z)=x-y+x-ze(y+z)-x=y-x+z-x
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1.40 Observacao.

(a) Resulta deste axioma que x - 0 = 0 para todo x € K, pois

¥ 0+x=x-0+x-1=x-(0+1)=x-1=nx.

(b) Dados x,y € K taisque x -y = 0, temos x = 0 ouy = 0. De fato, se x -y = 0 e x # 0, entdo obtemos
x-y = x-0e, por corte, y = 0. Assim, num corpo K, tem-se x - y # 0 sempre que os dois fatores x e y

forem ambos diferentes de zero.
(c) Podemos, ainda, usar este axioma para a explicagio das “regras dos sinais” da Algebra Elementar:
o(=x) y=x-(-y)=—(x-y)
(—x)-y+xy=(—x+x)y=0-y=0=(—x)-y=—(x-y).
Analogamente, obtém-se x - (—y) = —(x - y).
o(=x)-(—y) =x-y:
(%) (~y) = =[x (=y)] = ~[=(x-y) = x-y.
Em particular (—1) - (=1) = 1.
(d) Dados x,y € K tais que x> = 2, temos que x = +y. De fato, x> = y? implica x> — y?> = 0, donde
(x—y)-(x+y) =0. Assimx —y = 0 ou x +y = 0. No primeiro caso temos x = y e no segundo x = —y.
Notacao ‘ ‘ Usa-se a notagdo (K, +, -) para indicar que K é um corpo munido das operagdes + e -.
Exemplo 1.10. O conjunto dos ntimeros racionais, representado por Q, é definido por

Q::{s; p,queq;«éO}

’ o /. ! . !
com as operagdes Py % = % e g - % = % é um corpo. 00 ¢é 0 para qualquer g # 0. O simétrico
aditivo de s ¢ L e, o inverso multiplicativo do ntimero racional g #0é 1

p

. S t oA -
Exemplo 1.11. O conjunto Q(t), das fung¢des racionais r(t) = %, onde p e g sdo polindmios com coeficientes
racionais, sendo g ndo identicamente nulo é um corpo. Verifique.

Exemplo 1.12. O conjunto Z, = {0,1}, formado apenas de dois elementos distintos 0 e 1, com as operagdes
0+1=140=1,040=14+1=0,0:0=0-1=1-0=0e1:-1=1éum corpo. Aqui, o simétrico de cada

elemento é ele préprio e o inverso também.

1.6.1 Corpos Ordenados

Um corpo ordenado é um corpo K, no qual se destacou um subconjunto P C K, chamado o conjunto dos
elementos positivos de K, tal que as seguintes condicdes sdo satisfeitas:

(P1) A soma e o produto de elementos positivos sdo positivos. Ou seja,

x,uyeP=x+yeP e x-yeb;
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(P2) Dado x € K, exatamente uma das trés alternativas ocorre:

x=0, ou xeP ou —xeP.

Indicamos por —P o conjunto dos elementos —x, tal que x € P. Assim, K = PU {0} U (—P), em que LI
significa unido disjunta. Os elementos de —P chamam-se negativos. Note que, num corpo ordenado, se a # 0,
entdo a? € P. De fato, sendo a # 0, temos a € P ou —a € P. No primeiro caso, a2 =ag-a€ Pe,no segundo,
a*> = (—a) - (—a) € P. Em particular, num corpo ordenado K, 1-1 = 1 é sempre positivo e —1 ndo é quadrado

de elemento algum.

Exemplo 1.13.

p

(a) Q é um corpo ordenado, no qual o conjunto P é formado pelos ntimeros racionais P tais que p-g € IN.

Intuitivamente, p e g tétm o mesmo sinal.

(b) O corpo Q(t) pode ser ordenado chamando-se uma fracao r(t) = pit) positiva quando, no polindémio p - g,

q(t)

o coeficiente do termo de mais alto grau for positivo. O conjunto P das fragdes positivas, segundo esta

definicdo, cumpre as condig¢des (P1) e (P2).

Nota 9. O corpo Z, nido pode ser ordenado, pois 1 +1 = 0 enquanto num corpo ordenado 1 deve ser

sempre positivo e a soma 1 + 1, de dois elementos positivos deveria ser ainda positiva.

1.6.2 Relacao de Ordem

Num corpo ordenado K, escrevemos x < y, e diremos que x é menor do que y, para significar quey — x € P,
ou seja, que y = x + z, onde z € P. Do mesmo, escreve-se também y > x e diz-se que y é maior do que x. Em
particular x > 0 significa que x € P, isto é, x é positivo, enquanto que x < 0 quer dizer que x é negativo, ou

seja, —x € P.Se x € Pey € —P, tem-se sempre que x > .

1.41 Proposic¢do. Seja K um corpo ordenado. Entdo, a relagdo < goza das seguintes propriedades:

(i) Transitividade: sex < y ey < z, entdo x < z;
(ii) Tricotomia: dados x,y € K, ocorre exatamente uma das alternativas:
x=y, ou x<y, ou y<x

(iif) Monotonicidade da Adigdo: se x < y,entdox +z <y +z,Vz € K;

(iv) Monotonicidade da Multiplicagdo: se x < y,entdox -z < y-zquandoz > 0e x -z > yz quando z < 0.

| Prova: Consulte seu material online!

Num corpo ordenado K, escreve-se x < y para significar x < y ou x = y, em que lé-se: “x é menor do que ou
igual a y”. Do mesmo modo, escreve-se y > x. Isto quer dizer efetivamente que y — x € P U {0}. Os elementos
de P U {0} chamam-se ndo-negativos e sdo caracterizados pela relagdo x > 0.

1.42 Defini¢do. Uma relacdo < num corpo (K, +, ) é dita relagdo de ordem total ou, simplesmente, relagio de ordem

se valem as seguintes propriedades.
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(i) Ela é transitiva: sex < yey < z,entdo x < z;

(ii) Ela é anti-simétrica: sex < yey <X x,entdox = y;

(iii) Ela é completa: V x,y € K temosx < youy =< x;

(iv) A adicdo é monoétona: se x <y, entdiox +z Xy +z, Vz € K;

(v) A multiplicacdo é monétona: se x < y,entdox -z < y-zquandoz = 0ex -z > yz quando z X 0.

1.43 Proposic¢do. Seja K um corpo ordenado. Entdo, a relagdo < é uma relagdo de ordem.

| Prova: Deixamos como exercicio. |

Importante! Num corpo ordenado K, como 1 > 0,temos1 < 1+1 < 1+141 < ...e osubconjunto
de K formado por estes elementos €, portanto, infinito. Assim, podemos ver que o conjunto dos
numeros naturais IN estd imerso em K, isto é N C K.

Como estamos fazendo, os simétricos —n dos elementos n € IN e mais o zero (0 € K) con-
stituem o conjunto Z. Assim temosIN C Z C Q C K.

Assim, podemos provar a seguinte proposicao.

1.44 Proposi¢ido. Q é enumeravel.

Prova: Mostraremos que #IN = #Q. Como IN C Z C Q, temos que #N < #Q. Assim, precisamos mostrar
que #IN > #Q. A defini¢do de namero racional diz que a fungdo ¢ : Z x N — Q dada por ¢(m,n) = %
é sobrejetiva. Pelo exemplo 1.9, temos que Z é enumeravel, e a Proposi¢do 1.36 diz que Z x IN também

é enumeravel. Logo, existe p : IN — Z x IN sobrejetiva. Terminamos a demonstragdo observando que

potp:IN — Q ésobrejetiva.

Moédulo ou Valor Absoluto

A relac¢do de ordem em K permite-nos definir o valor absoluto, ou médulo, de um ntimero x € K, vejamos.
1.45 Defini¢ao (M6dulo ou Valor Absoluto). O médulo ou valor absoluto de um niimero x € K é definido por:

x, sex > 0;
|x| =
—x, sex < 0.

A nogao de valor absoluto é de muita importidncia em Andlise. Por isso, é preciso ter em mente algumas de

suas propriedades e a sua definicdo.

Fique atento! O valor absoluto de x é o maior dos ntimeros x e —x. Assim, outra maneira de se definir o
valor absoluto consiste em por:
|x| = max{x, —x}.

Quando x = 0 tem-se, é claro, x = —x = \x\ = 0. Temos, portanto, que

x| >0 e —|x| <x<|x]

Mais geralmente, temos:
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1.46 Teorema. Sejam x e a elementos de um corpo ordenado K. Sao equivalentes:

1) —a<x<a (ix<ae—x<uag (iii) |x| < a.

1.47 Corolario. Dados a,b, x € K, tem-se |[x — a| < b se, e somente se,a —b < x < a+b.

Em particular, temos as seguintes equivaléncias, que serdo utilizadas amplamente no estudo dos limites e
das fung¢des continuas:
xe(x—gate)ea—e<x<ates |x—al<e

Se representarmos geometricamente os elementos de um corpo ordenado como pontos de uma reta, o valor

absoluto |x — 4| significa a distdncia do ponto x ao ponto a. As equivaléncias acima exprimem o fato de que o
intervalo aberto (a2 — ¢, a + €), de centro a e raio ¢, é formado pelos pontos x cuja distancia a 4 é menor do que «.

K

1.48 Teorema. Para elementos arbitrdrios de um corpo ordenado K, valem:

@) [x -yl = Ix|-|yl;
(i) [x +y| < x|+ |y|;
(i) [x| — |y| < [|x] = [y[| < [x —yl;

(iv) [x =z < [x —y[ + |y — z|.

Prova:

2 é um dos elementos —x ou x e vale x? = (—x)2.

(i) Note que, seja qual for x € K, temos x> = |x|?, pois |x
Logo
ey = (o)t =2y =[xy P = (Ix] -y
Segue-se dai que |x - y| = £|x| - |y|. Como |x - y| e |x| - |y| sdo ambos positivos, concluimos que |x - y| =
%[ - [yl
(ii) Temos que, —|x| < x < |x| e —|y| <y < |y|, donde, por adigdo, —(|x| + |y|) < x +y < |x| + |y|. Ou seja,
x4yl < [x] + [yl

(iii) Por (ii), temos |x| = [(x —y) +y| < |x —y| + |y|, 0o que d& |x| — |y| < |x — y|. Analogamente, |y| — |x| <
y)ry yirlyl,oq y y 8 y
|y — x|. Claro que |y — x| = |x —y|. Concluimos que |y| — |x| < |x — y|. Assim, valem, simultaneamente,

x—yl = x| ~ [yl e x — y| = —(Ix| ~ ly))- Logo, |[x| — |yl < |x — y|. A outra é cbvia!

(iv) Esta ultima resulta de (ii) aplicada a soma x —z = (x —y) + (y — z).

1.49 Defini¢ao.

1. Um subconjunto X de um corpo ordenado K chama-se limitado superiormente quando existe b € K tal que
b > x para todo x € X. Em outras palavras tem-se X C (—oo,b]. Cada b com essa propriedade chama-se

conta superior de X.
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2. Analogamente, X C K diz-se limitado inferiormente quando existe a € K tal que x > a para todo x € X.

Um elemento a € K com esta propriedade chama-se conta inferior de X. Tem-se, entdo, X C [a, +00).

3. Um subconjunto X de um corpo ordenado K chama-se limitado quando é limitado superiormente e inferi-

ormente, isto é, quando existem a,b € K tais que X C [a, b].

1.50 Proposi¢do. Num corpo ordenado K, sdo equivalentes:

(i) N C K é ilimitado superiormente;
(if) dados a,b € K, coma > 0, existen € N talquen-a > b;

(iii) dados qualquer a > 0 em KK, existe n € IN tal que 0 < % < a.

2

Saiba que... Um corpo ordenado K chama-se arquimediano quando nele é vélida qualquer das trés

condicdes equivalentes citadas na proposi¢do acima.
1.51 Defini¢ao.
1. Seja X um subconjunto de um corpo ordenado K limitado superiormente. Um elemento b € K chama-se

supremo do conjunto X quando b é a menor das cotas superiores de X em K. Usamos a seguinte notagao:

b=supX;

2. Analogamente, um elemento a € K chama-se nfimo do conjunto limitado inferiormente Y C K, quando a

¢ a maior das contas inferiores de Y. Usamos a seguinte notagdo: a = inf Y.

(Nota 10. ™\

¢ b € K é supremo de um conjunto X C K se:

ShHxeX = x<p

S2)c>x, VxeX = c>b

(S2") Se ¢ < bentdo existe x € X talquec < x < b.
¢ a € K é infimo de um conjunto Y C K se:

MyeY = y>a

2)c<y, VYyeY = c<ag

(I2’)Sec > aentdoexistey € Ytalquea <y <c.

. J

Condigdo (52) acima, afirma que qualquer outra cota superior de um conjunto X deve ser maior do que ou

igual ao sup X. Analogamente, a condi¢do (I2) no diz que qualquer outra cota inferior de um conjunto Y deve
ser menor ou igual ao sup Y.

Atencido! Se X = O entdo todo b € K é cota superior de X. Como ndo existe menor elemento num
corpo ordenado K, segue-se que o conjunto vazio ndo possui supremo. O mesmo se aplica para
infimo.

1.52 Observacdo. Se um conjunto X C K possuir elemento médximo, este serd o seu supremo, e, se possuir

elemento minimo, ele serd seu infimo. Reciprocamente, se sup X pertence a X entdo é o maior elemento de X e,
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se inf X pertencer a X, serd o seu menor elemento. Em particular, todo subconjunto X C K finito possui infimo

€ supremos.

Exemplo 1.14.

(a) Sejam os conjuntos X = (—o0,k1] e Y = [k, +00) com kq,kp € K. EntdokysupX € X eky =infY € Y;

(b) Dados ¢ < b em K, seja X = (a,b) o intervalo aberto com esses extremos. Tem-se infX = a ¢ X e

supX =b¢X;

1 1
(c) Seja Y o conjunto das fragdes do tipo o comn € IN. Assim, infY =0 ¢ YesupY = 5 eY.

1.6.3 A polémica Descoberta dos Incomensuraveis: os Numeros Irracionais

A insuficiéncia mais grave dos niimeros racionais, para efeitos da Andlise Matemaética, é o fato de que alguns
conjuntos limitados de ntiimeros racionais ndo possuem supremo (ou infimo). Este fato esta ligado a inexisténcia
de raizes quadradas racionais de certos niimeros inteiros, mas é uma dificuldade que vai muito além dessa falta.

1.53 Defini¢do. Dois segmentos quaisquer sdo comensurdveis se existir um terceiro segmento, menor que os dois
primeiros, tal que cada um deles é multiplo inteiro do menor. Em outras palavras, se a e b sdo os comprimentos
dos dois segmentos, entdo existe um segmento de comprimento c e dois inteiros m e n tais que a = mce b = nc.

; . a m
Dai conclui-se que E = —.
n

Pitagoras e seus discipulos descobriram o seguinte:

1.54 Lema. Ndo existe um ndmero racional cujo quadrado seja igual a 2.

2
Prova: Suponhamos, por absurdo, que exista o racional s tal que p e g sejam primos entre si e (g) =2.

Dai, temos que p? = 24 e, portanto, p? é par, o que implica que p também é. Logo, existe um inteiro k tal que

p = 2k. Temos assim 2¢%> = p? = 4k? e, portanto, 4> = 2k?. Dai concluimos que g¢° é par e, logo, g também é.

Provamos que tanto p quanto g sdo pares, contradizendo o fato, que eles ndo possuem divisor comum.

Quando se tem um quadrado de lado medido 1, pelo teorema de Pitdgoras a medida d de sua diagonal, ao
quadrado, é 12 + 12, donde escrevemos d? = 2, e entdo a medida d é v/2, um nimero nao racional. Temos a

seguinte definigdo.

1.55 Definic¢ao (Ntmeros Irracionais). Os ntimeros de um corpo ordenado K que nédo sdo racionais sio denom-

inados de irracionais. Designaremos por I o conjunto dos ntimeros irracionais.

Parece que o primeiro ntimero irracional descoberto foi o v/2. Em geral é dificil saber se um dado ntimero
é irracional ou ndo, como é o caso do namero 7t. Mas alguns sdo faceis de demonstrar, como na proposi¢do

abaixo.

1.56 Proposicao.

(i) Se p > 1 é um inteiro primo, entdo ,/p € irracional;

(ii) Se p1, . .., pn s@o inteiros primos distintos, entdo ,/p1 - ... py é irracional;
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(iii) A soma (ou diferenga) entre um ntimero racional e um ndmero irracional é irracional;

(iv) O produto entre um ntiimero irracional e um ntmero racional diferente de zero é irracional.

Cuidado! A soma entre dois ntmeros irracionais ndo é necessariamente um irracional. De fato, os

ntmero a = 1 — /2 e b = v/2 sdo irracionais, no entanto a + b = 1 é racional.

1.6.4 O Conjunto dos Numeros Reais

Podemos definir nimero real do seguinte modo:

1.57 Defini¢do (Ntmero Real). Niimero Real é todo ntimero que é racional ou irracional. A totalidade dos

niimeros racionais, juntamente com os irracionais, é o conjunto R dos niimeros reais.

Observe que os nimeros naturais e os ntimeros inteiros sdo casos particulares de ntimeros racionais, de
forma que, quando dizemos que um ntimero é racional, fica aberta a possibilidade dele ser um ntmero inteiro
ou simplesmente um natural.

1.58 Definigdo (Corpo Ordenado Completo). Um corpo ordenado K chama-se completo quando todo subcon-

junto ndo-vazio, limitado superiormente, X C K, possui supremo em K.

Da definigdo que acabamos de enunciar segue, imediatamente, que num corpo ordenado completo todo
conjunto ndo-vazio, limitado inferiormente, Y C K, possui infimo em K.

Prova-se também que todo corpo ordenado completo é arquimediano. A seguir, o axioma fundamental da
Anadlise.

Axioma 2. Existe um corpo ordenado completo, R, chamado o corpo dos nimeros reais.

Em todo o restante deste material as tnicas propriedades dos nimeros reais que usaremos sio aquelas que
decorrem de ser R um corpo ordenado completo. Isto inclui, evidentemente, todas as proposi¢des enunciadas
até aqui sobre corpos e corpos ordenados.

Veremos, agora, que os nimeros irracionais se acham espalhados por toda parte entre os ntimeros reais.
Em seguida, veremos que hd mais ntimeros irracionais do que racionais. Para entendermos o significado de
“espalhados por toda parte”, considere a seguinte definigdo.

1.59 Defini¢do (Conjunto Denso). Um conjunto X C R chama-se denso em R quando todo intervalo aberto
(a,b) contém algum ponto de X. Em outras palavras, diremos que o conjunto X de ntimeros reais é denso em

R quando, dados arbitrariamente 2 < b em R, for possivel encontrar x € X tal quea < x < b.

Exemplo 1.15. Seja X = 0Z o conjunto dos niimeros reais que nao sdo inteiros é denso em IR, pois todo intervalo
(a,b) é um conjunto infinito, enquanto existe no méximo um numero finito de inteiros n tais que a < n < b.

Logo, qualquer intervalo (a,b) contém elementos de X.

1.60 Teorema. O conjunto Q e o conjunto I = R — Q sdo ambos densos em IR.

O teorema abaixo, as vezes chamado “Principio dos Intervalos Encaixados”, é usado por alguns autores na
definicdo dos ntiimeros reais.
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1.61 Teorema (dos Intervalos Encaixantes). Seja Iy D I D ... D I, D ... uma seqiiencia decrescente de
(o]

intervalos limitados e fechados I, = [an,bs]. A intersecdo () I, ndo é vazia. Isto é, existe pelo menos um
n=1

numero real x tal que x € I, para todo n € IN. Mais precisamente, temos (I, = [a, b}, onde a = supay e

b =infb,.

Prova: Seja A = {a,,;m € N}. De [an, by] D [a,41, by+1] obtemos que a, < a,41 < b1 < by. Dai, segue
facilmente que a,; < b, quaisquer que sejam m,n € IN. Em outras palavras, qualquer b, é cota superior de
A, assim seja s = sup A. Mostremos que s € ﬁ [an, byn]. Seja n € IN, temos que s é cota superior de A, logo,
s > a,. Além disto, s é a menor cota superiorW?e A, portanto, s < b,. Concluimos que a, < s < by, ou seja,

s € [an, by).

Ja vimos que v/2 é um ndmero irracional. Vamos mostrar agora que na verdade “existem mais niimeros
irracionais do que racionais”. Mais precisamente na préxima proposi¢ao mostraremos que #IN < #R. Como
conseqiiéncia, obtemos #Q < #(R\Q). De fato, se fosse #(R\Q) < #Q = #N, entdo, como R = QU (R\Q),
terfamos #R < #IN, impossivel!

1.62 Teorema. O conjunto dos ntimeros reais IR ndo é enumeravel, ou seja, #IN < #R.

Prova: Devemos mostrar que ndo existe funcado sobrejetiva de N em R ou, de maneira equivalente, que
qualquer fungdo ¢ : IN — IR néo é sobrejetiva.

Seja ¢ : N — R eseja [y = [a1,d1] um intervalo fechado tal que ¢(1) ¢ I;. Dividimos este intervalo
em trés partes, da seguinte maneira: tomamos bj,c; € Ij tais que a1 < b; < ¢; < dj e assim obtemos
I = [a1,b1] U [by, c1] U [c1,dq]. Certamente ¢(2) ndo pertence a algum destes trés intervalos que denotaremos
I>. Repetimos o processo com o intervalo I,: o dividimos em trés partes e definimos I3 como sendo uma destas
partes tal que ¢(3) ¢ I3. Continuando indefinidamente este processo, construimos uma familia (I,),eN de
intervalos fechados e limitados tais que I, D I, 11 e ¢(n) ¢ I, qualquer que seja n € IN. Pelo teorema anterior

existe s tal que s € I, para todo n € IN. Segue imediatamente que s # ¢(n) qualquer que sejan € N e

portanto ¢ ndo é sobrejetiva.

1.63 Corolario. Todo intervalo ndo-degenerado de niimeros reais é ndo enumerdvel.

1.64 Corolario. O conjunto dos niimeros irracionais nao é enumeravel.

1.7 Nogodes Topoldgicas da Reta

A Topologia é o ramo da Matemadtica que trata das questées de limite (e/ou proximidade). A Topologia da
Reta, isto é, a Topologia de IR, é bem simples, para ndo dizer pobre. Nela, os abstratos conceitos da Topologia
Geral ganham formas mais concretas e compreensiveis. Poderiamos usar estas formas simplificadas em nossa
exposi¢do, porém, preferimos argumentos mais gerais para facilitar a (futura) passagem do leitor ao estudo da
Topologia em contextos mais gerais. Mesmo que o leitor ndo venha a se especializar em Topologia, para se
aprofundar em Andlise ou Geometria serdo necessarios outros conhecimentos que ultrapassam os da Topologia
da Reta.
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1.7.1 Conjuntos Abertos

1.65 Defini¢ao. Dado um conjunto X C IR, um ponto x € X chama-se ponto interior de X quando existe um

intervalo aberto (a,b) tal que x € (a,b) C X

1.66 Defini¢ao. Dados X C IR, o conjunto dos pontos x € X que sdo interiores a X serd representado por int X.

Quando a € int X diz-se que o conjunto X é uma vizinhanga do ponto a.

E facil ver que na definigdo anterior podemos substituir, sem perda de generalidade, o intervalo aberto
arbitrario por um intervalo da forma (x—egx+ s) com ¢ > 0. Ou, em outros termos, x € int X se, e somente se,

Jde>0talquely—x|<e=ye X

Atencgao! (i) Temos sempre que int X C X. Porém a inclusdo inversa ndo é necessariamente verdadeira.
Tomemos, por exemplo, X = [0,1]. Temos que 1 ¢ int X pois todo intervalo aberto que
contém 1 tem elementos maiores do que 1 e portanto ndo estd contido em X.

(ii) Se X C Yentaoint X C intY.

E trivial que todo ponto de um intervalo aberto pertence ao interior do intervalo. Ou seja, se X é um intervalo
aberto e ndo vazio, entdo int X = X. De maneira geral, temos a seguinte definigdo.

1.67 Defini¢do. Um subconjunto A C IR chama-se um conjunto aberto quando todos os seus pontos sdo interiores,

isto é, quando int A = A.

Conforme esta defini¢do, temos que X é aberto se, e somente se,

VxeX Je>0talque|ly—x|<e=yeX

Para um conjunto ser aberto precisa necessariamente ser um intervalo. Conjuntos que ndo possuem interva-
los ndo podem ter conjuntos abertos. Todo conjunto aberto é ndo-enumeravel.

Exemplo 1.16. Os conjuntos Q,Z,IN ndo possuem pontos interiores, ou seja, intQ = intZ = intlN = @.

Portanto, ndo possuem intervalos e nem conjuntos abertos.

Atencéo! O conjunto vazio é aberto. De fato, negar esta afirmacao significa admitir que int@ C @ e,

em particular, admitir que existe x € @.
Exemplo 1.17. O intervalo (a, b) é aberto, pois todo ponto ¢ deste intervalo (4, b) é um ponto interior.

1.68 Teorema.

(i) Se A C R e B C R sédo abertos, entdao A N B é aberto;

(ii) Seja (A)) rer uma familia arbitrdria de conjuntos abertos A, C RR. A reunido

A= ] Ax
A€l

é um conjunto aberto.
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Prova:

(i) Sejax € ANB. Entdo x € A e x € B e portanto existe ¢ > 0eey > Otal que (x —e1,x+¢1) C Ae
(x —ep,x+¢3) C B. Sejae o menor dos positivos entre 1 e €5. Entdo (x —¢g,x+¢) C Ae(x—¢,x+¢) CB
edai (x —g,x +¢) C AN B. Assim, todo ponto x € AN B é interiora A N B, logo AN B = int(A N B).

Concluimos entdo que A N B é um conjunto aberto.

(ii) Seja x € A = UA,, entdo existe A € L tal que x € A). Como A, é aberto, existe um ¢ > 0 tal que
(x—¢gx+¢e) C Ay. Como Ay C A, temos que (x —¢,x +¢) C A. Assim, todo ponto x de A é um ponto

interior, logo A é um conjunto aberto.

1.69 Corolario. Interseccdo finita de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

Pratique! Prove que, para todo X C R tem-se int(int X) = int X e conclua que int X é um conjunto
aberto.
Prove que int(A U B) D int AUintB e int(A N B) = int A Nint B quaisquer que sejam A e B
subconjuntos de R. Se A = (0,1] e B = [1,2), mostre que int(A U B) # int A UintB.

Exemplo 1.18. Seja B C R aberto. Entdo, para todo x € R, o conjunto x + B = {x +y,y € B} é aberto.

Analogamente, se x # 0, entdo o conjunto x - B = {xy,y € B} é aberto.

Nota 11. Para todo X vale a reunido disjunta R = int X U int(R — X) U F em que F é formado pelos
pontos x € R tais que toda vizinhanga de x contém pontos de X e de R — X. O conjunto F chama-se

fronteira de X, que denotamos também por 0X.

1.7.2 Conjuntos Fechados

1.70 Defini¢do. Diz-se que um ponto a é aderente ao conjunto X C R quando 4 é limite de alguma seqiiéncia de

pontos x,, € X.

Evidentemente, todo ponto a de X é aderente a X, basta tomar x, = a.

1.71 Definigdo. Chama-se fecho de um conjunto X ao conjunto X formado por todos os pontos aderentes a X.

Note que: || o X CX;
©SeX CYentioX C Y.
1.72 Definigdo. Um conjunto X diz-se fechado quando X = X, isto é, quando todo ponto aderente a X pertence
aX.
Exemplo 1.19. Os conjuntos [2,5] e [—3, 1] sdo fechados.

Exemplo 1.20. O conjunto vazio é fechado. De fato, negar esta afirmagéo significa admitir que @ C & e, em

particular, admitir que existe (x,),en C @.

1.73 Teorema. Um ponto a é aderente ao conjunto X se, e somente se, toda vizinhanga de a contém algum ponto

de X.
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Prova: Seja a aderente a X. Entdo a = limx,, onde x, € X para todo n € IN. Dada uma vizinhanca
qualquer V de a temos que x, € V para todo n suficientemente grande, logo VN X # @.

Reciprocamente, se toda vizinhanca de a4 contém pontos de X, podemos escolher em cada intervalo

1 1
(u— E,a—i— E) ,n € N um ponto x, € X. Entdo | x, —a |< E,logolimxn = aeaéaderente a X.

1.74 Corolario. O fecho de qualquer conjunto é um conjunto fechado, ou seja, X=X para todo X C R.

Com efeito, se a ¢ aderente a X entdo todo conjunto aberto A contendo 4, contém algum ponto b € X. A é
uma vizinhanga de b, como b é aderente a X segue-se que A contém algum ponto de X. Logo, qualquer ponto
a, aderente a X, é também aderente a X, isto é,a € X.

Exemplo 1.21. Seja X C R limitado, ndo vazio. Entdo a = inf X e b = sup X sdo aderentes a X.
Exemplo 1.22. O fecho dos intervalos (a,b), [a,b) e (a,b] é o intervalo [a, b].

Exemplo 1.23. Os conjuntos [a, +o0), (—o0,b] e (—00, +00) = R sdo conjuntos fechados.

Nota 12. Particularmente, temos que se 2 = b que da [2,a] = {a} temos um conjunto fechado.

1.75 Teorema. Um conjunto F C IR é fechado se, e somente se, seu complementar A = R — F é aberto.

Prova: Seja F fechadoea € A, isto é,a ¢ F. Como F é fechado existe alguma vizinhanca V;; de a que nao
contém pontos de F, isto é V;, C A. Assim, todo ponto a € A é interior a A, ou seja, A é aberto.

Reciprocamente, se o conjunto A é aberto e o ponto a4 é aderente a F = R — A entdo toda vizinhanga de a
contém pontos de F; logo, a ndo é interior a A. Sendo A um conjunto aberto e a ¢ A temos que a € F. Assim,

todo ponto a aderente a F pertence a F, logo F é fechado.

1.76 Teorema.

(i) Se F; e F, sdo fechados entdo F; U F, é fechado;

(ii) Se (Fy)rer € uma familia de conjuntos fechados, entdo a intersecgdo

F=(\F

A€L

é um conjunto fechado.

Prova:

(i) Os conjuntos A; = R — F; e A, = R — F, sdo abertos. Logo, temos que A; N A, = R — (F; UF,) é aberto,
pois é interseccdo finita de abertos. E assim, como o complementar de F; U F, é aberto, este conjunto é

fechado.

(ii) Para cada A € L, o conjunto Ay, = R — F) é aberto. Temos que A = [J ¢ A é aberto. Mas A = R — F.
Logo, F é fechado.

Exemplo 1.24. Todo conjunto finito F = {x1,x3,...,x,} é fechado.

Exemplo 1.25. Z é um conjunto fechado.
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Exemplo 1.26. Existem conjuntos que nio sdo fechados nem abertos, como [a,b) e (a, ].

Exemplo 1.27. Os conjuntos & e IR sdo abertos e fechados ao mesmo tempo.

Prove que, para todo X C R, vale X = XU09X. Conclua que X é fechado se, e somente se,
X D dX.

Pratique!

1.7.3 Pontos de Acumulac¢ao

1.77 Defini¢do. Seja X C R ea € IR, diz-se que a é um ponto de acumulacio de X quando todo intervalo aberto

de centro a, isto é, todo intervalo da forma (a — ¢,a + ¢), com & > 0, contém uma infinidade de pontos de X.

Em particular, se X tem ponto de acumulagédo, entdo X é infinito, ou seja, conjuntos finitos ndo possuem

pontos de acumulagéo.

Notagao: ‘ ‘ Indica-se por X’ o conjunto dos pontos de acumulagio de X.

1.78 Teorema. Sejam X C R e a € R. Sdo equivalentes:

(i) a é ponto de acumulagdo de X;
(ii) a = limx,; x, € X —{a}.
Exemplo 1.28. X = {%,’n € ]N} = X' ={0}

1.79 Defini¢do. Um ponto a € X que ndo é ponto de acumulagdo de X, é um ponto isolado de X, isto é, existe

e>0talque XN (a—¢a+e) ={a}.
1.80 Defini¢dao. Um conjunto X, no qual todos os seus pontos sdo isolados, é chamado de conjunto discreto.

Exemplo 1.29. os conjuntos IN e Z sdo discretos.

1.7.4 Conjuntos Compactos

1.81 Defini¢do. Um conjunto K C R é compacto se toda seqiiéncia de pontos de K tem uma subseqiiéncia

convergente para um ponto de K.

Vejamos uma caracterizacdo bem simples e de uso prético para conjuntos compactos.

1.82 Teorema (Heine-Borel). Um conjunto X C R é compacto se, e somente se, ele é fechado e limitado.

Perceba: ¢ Todo conjunto finito é compacto;
o Todo intervalo do tipo [a, b] é compacto;

¢ O conjunto Z nédo é compacto, embora seja fechado, pois é ilimitado.

Nota 13. Se X C R é compacto, entdo a4 = inf X e b = sup X pertencem a X. Assim, todo conjunto

compacto possui um elemento maximo e um elemento minimo.
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Terminaremos esta se¢do com outra caracteriza¢do de compactos. Mesmo ndo sendo fitil neste curso, tal

caracterizagdo é importantissima. Em Topologia Geral esta caracterizagdo é a definigdo de compacidade. Antes,
definiremos cobertura aberta.

1.83 Defini¢ao. Uma cobertura aberta para K é uma colegao C de conjuntos abertos tais que

Kc|JA
AeC

1.84 Teorema. Um conjunto K é compacto se, e somente se, toda cobertura aberta C para K tem subcobertura

finita, ou seja, existe C’ C C finita que é cobertura para K.

1.85 Teorema (Borel-Lebesgue). Se C é um cobertura aberta para [a, b], entdo ela tem subcobertura finita.

1.7.5 Conjuntos Densos

1.86 Definigdo. Sejam A, B C R com A C B. Dizemos que A é denso em B se B C A.

Em outros termos, se A C B, entdo A é denso em B se, e somente se, para todo x € B, existe (xn)ne]N C Atal
que x, — X.

A préxima proposigdo nos fornece uma condi¢do necessdria e suficiente para a densidade.

1.87 Proposicdo. Sejam A, B C R. Temos que A é denso em B se, e somente se, todo intervalo aberto que contém

algum ponto de B também contém algum ponto de A.

Exemplo 1.30. Q é denso em R. De fato, sejam a,b € R com a < b. Mostremos que (2,b) N1Q # &. Se0 € (a,b),
entdo ndo ha mais nada a ser demonstrado. Se 0 ¢ (a,b), entdo 0 < a ou b < 0. Consideremos o casoa > 0 (o
caso b < 0 é analogo). Como R é arquimediano, existe n € IN tal que n > blfa' Seja m € IN o menor natural
tal que m > n - a, ou seja, m € IN satisfaz

m m
— <a< —.
n n

m m m
Para concluir que o € (a,b) N Q basta mostrar que o < b. Suponhamos, por absurdo, que o > b. Neste caso,

m—1 m m m—1 1
— <a<b<—=b-a< ————=2b—-a< -,
n n n n n
. 1
contradizendo n > ——.
b—a
Pratique! Seja A = [0,1) U (1,2] U {3}. Determine: (a) 4; (b) int A; (c) ZC; (d) int(AL).

Dé um exemplo de familia de abertos cuja interse¢do nao é aberta.
Dé um exemplo de familia de fechados cuja unido néo é fechada.

Seqiiéncias e Séries

Apresentacao

Estudaremos os limites de seqiiencia dos niimeros reais e, em particular, trataremos das séries (ou “somas
infinitas”).
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Todos os conceitos e resultados importantes da Anélise Matematica se referem, quer explicita quer implici-

tamente, a limites. Dai o papel central que esta no¢ado desempenha.

Os limites de seqiiencias de ntimeros reais sdo os mais simples, por isso comegaremos por eles. Outros
limites mias sofisticados, como por exemplo, derivadas e integrais, serdo estudados posteriormente. Do ponto
de vista intuitivo, sugerimos que pense uma seqtiencia (x1,%2,...,%p,...) de nimeros reais como uma seqiiencia
de pontos da reta e no seu limite, que definiremos a seguir, como um ponto do qual os pontos x;,, tornam-se
arbitrariamente préximos, desde que se tome o indice n suficientemente grande. Um resultado crucial para
justificar essa imagem geomeétrica é:

Dados o ntimeros reais 4, x, e, com ¢ > 0, as trés afirmacoes seguintes sdo equivalentes:

|x —a] <e, a—e<x<a-+eg x pertence ao intervalo (a4 —¢,a+¢).

Assim, o intervalo aberto (a — ¢, a + €), que chamaremos o intervalo aberto de centro a e raio €, é formado pelos
pontos cuja distancia ao ponto 2 é menor do que &. Analogamente, os pontos x do intervalo [a —¢,a + €] sdo
caracterizados pela propriedade de estarem situados a uma distancia menor do que ou igual a £ do centro 4, ou
seja, [x —a| <e.

Outra consideracao importante que fazemos: quando X C IN é um conjunto infinito, costuma-se dizer que X
contém nimeros naturais “arbitrariamente grandes”. Isto quer dizer que, dado qualquer n; € IN, existe n € X
tal que n > ny. Em particular, se existir um niimero n, € IN tal que X contém todos os ntimeros naturais n > ny,
entdo X é infinito, embora nem todos subconjuntos X C IN gozem desta propriedade.

2.1 Seqiiéncias e Subseqiiéncias

2.1 Defini¢do. Uma seqiiéncia de niimeros reais é uma funcdo x : N — R para a qual denotamos o valor de x

em 1 por x, em vez de x(n).

Geralmente usamos a notagdo (x,),ecN para representar uma seqiiéncia x : N — R. As vezes a notaremos
também por (x1, Xy, ..., Xy, ...). Dizemos que x, é o termo de ordem n ou que x,, é o n-ésimo termo da seqiiéncia.

Quando quisermos explicitar que a imagem da seqiiéncia (xy),cN estd contida em A C R escreveremos
(Xn)nen C A.

Como seqiiéncias sdo fungdes, as defini¢des de fungio limitada, crescente, decrescente, monétona, etc. tam-
bém fazem sentido para seqtiéncias.

Exemplo 2.1. Sejaa € R e tomemos x, = a para todo n € IN. A seqiiéncia (x,),eN é constante. E imediato que

(Xn)nen € limitada.
Exemplo 2.2. A seqiiéncia (1,0,1,0,1,0,...) é limitada mas ndo é monoétona.

Exemplo 2.3. Sejam 4,7 € R. Considere x; = a,x, = a +r,x3 = a + 2r, de maneira geral, x, = a + (n?1)r. A
seqiiéncia (x,),eN € uma Progressio Aritmética de primeiro termo a erazdor. Ser = 0, entdo (x,),cN € constante
e, portanto, limitada. Se r > 0, entdo (x,),eN € estritamente crescente e, portanto, limitada inferiormente.

Finalmente, se ¥ < 0, entdo (xy),cN € estritamente decrescente e, portanto, limitada superiormente.

2.2 Defini¢do. Dizemos que (yi)ken € uma subseqgiiéncia de (x,),cN se existe uma seqiiéncia (ny)keny € IN

crescente tal que y; = xy,, paratodo k € IN.

Exemplo 2.4.
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Seja (x1)eN a Progressdo Aritmética de termo inicial a e razdo r. A Progressdo Aritmética (yx)ren de termo
inicial a e razdo 2r é uma subseqiiéncia de (x,),en. De fato, tomando n, = 2k — 1(k € IN) obtemos

Xy =a+ (g —Dr=a+(2k—2)r =a+ (k—1)(2r) = ys.

2.2 Seqiiéncias Convergentes

Intuitivamente, uma seqiiéncia (x,),cN € convergente para x se seus termos se aproximam de x quando 1 é
arbritariamente grande. Esta idéia ndo estd de todo errada. Porém, ela pode induzir a uma idéia equivocada de
convergéncia. Somos tentados a dizer que (x;,),cN converge para x quando a distancia entre x,; e x diminui a
medida que 7 cresce, ou seja, a fungdo f(n) = |x, — x| é decrescente. Nao é bem assim. Ela foge um pouco do
assunto “seqiiéncias de ntimeros reais” mas ilustra bem o que queremos dizer por “se aproximar”.

2.3 Defini¢do. Uma seqiiéncia (x,),eN € dita convergente se existe x € R de modo que
Ve>0, INeN talque n > N = |x, —x| <e

Neste caso, escrevemos x; — x e dizemos que x é limite da seqiiéncia (x,),eNn Ou que x, converge para (ou
tende a) x quando 1 tende a mais infinito (n — +o0). Se (x;),eN ndo é convergente, entdo dizemos que ela é

divergente.

Exemplo 2.5. Seja x € RR e considere a seqiiéncia dada por x, = x para todo n € IN. Temos que x, — x. De

fato, |x, — x| = 0 para todo n € IN. Portanto, podemos escrever
Ve>0,n>1 = |x,—x|<e.

1
Exemplo 2.6. Considere a seqiiéncia x, = - para todo n € IN. Vamos mostrar que x, — 0. Dado ¢ > 0,

1
< — =ayn.
SN W

S

1 1
tomemos N € IN tal que N > e Temos entdo 0 < N < e Massen € Nen > N, entdo x, =
Logo, podemos escrever

Ve>0, INeN talque n > N = |x, — 0| <e.

Talvez vocé conheca a notacdo lirJrr1 Xp = X parax, — X. Vamos refletir sobre ela. Por enquanto, fagamos de
n——+oo
conta que ndo conhecemos a defini¢do de limite. Suponhamos que ao abrir um livro de Andlise, pela primeira
vez, encontremos as seguintes inscri¢oes:

x, —0e x;, — 1.

Nao ficariamos chocados. Porém, se estivesse escrito

Iim x, =0 e lim x,=1,
n—-+oo n—-4oo

serfamos levados a concluir que 0 = 1. Ora, ¢ o sinal de igual “ =" que nos leva a esta confusdo. Se ndo tivermos

a unicidade do limite, entdo a notagdo lim x, = x é fortemente enganosa.
n— 400

A préxima proposi¢do nos dard direito ao uso da notagdo lim x, = x.
n—-4oo

2.4 Proposig¢do. Sejam (x,),ecN uma seqiiéncia ex, y € R tais que x, — x e x, — y. Entdox = y.

Prova: Suponhamos, por absurdo, que x # y. Seja e =

lx—y] ; yl > 0. Como x, — x, existe N € N tal que

n>N=|x,—x| <e
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Também temos x, — y. Logo, existe N’ € N tal que

n>N'=|x,—y| <e
Seja n 0 maior dos ntimeros N e N'. Para tal # as duas conclusdes anteriores sdo vélidas. Temos entdo
lx —y| < |x—xu|+|xn—y| <et+e=2e=|x—y|

Concluimos que |x — y| < |x — y|, 0 que é absurdo.

2.5 Proposi¢do. Uma seqiiéncia (x,),eN tende a x se, e somente se, toda subseqiiéncia de (x,),en tende a x.

Prova: Suponhamos que exista x € R tal que x, — x. Seja (yx)ren uma subseqiiéncia de (x,),eN;, isto &,
Y = xn, (V k € N) para alguma seqiiéncia (1 )ren C IN estritamente crescente. Mostremos que yx — x. Seja
¢ > 0. Como x, — x, existe N € N tal que se n > N, entdo |x, — x| < &. Como (ny)ren C N é estritamente

crescente, existe K € IN tal que se k > K, entdo n > N. Segue que
k>K=|yy—x| <e.

Portanto (yy)xen converge para x. A reciproca é imediata (basta observar que (x,),eN € subseqiiéncia de si

mesma).

Exemplo 2.7. A seqiiéncia (1,0,1,0,1,0,...) édivergente. De fato, se ela fosse convergente, entdo pela proposicao
anterior todas as suas subseqtiéncias seriam convergentes para o mesmo limite. Porém, (1,1,1,...)e(0,0,0,...)
sdo duas de suas subseqiiéncias sendo que a primeira converge para 1 enquanto que a segunda converge para

0.

Como corolario da proposicdo anterior, obtemos que se x, tende a x, entdo x, 2007 tende a x. Ndo hd nada
de especial com o ntiimero 2.007. Mais geralmente, fixado p € IN, temos que se x, tende a x, entdo x,,+p tende
a x. E facil perceber que a recfproca também ¢é verdadeira, ou seja, se para algum p € IN temos que x4, tende
a x, entdo é porque x, tende a x. Verifique! A importancia deste fato é a seguinte. Se conhecermos alguma
propriedade que garanta a convergéncia de uma seqiiéncia e soubermos que tal propriedade s6 é valida a partir
do seu p-ésimo termo entdo, ainda sim, podemos concluir que a seqiiéncia é convergente. Vejamos um exemplo
esclarecedor.

Exemplo 2.8. Sabemos que seqiiéncias constantes sdo convergentes. Considere a seqiiéncia (ndo constante)

000 ) .. .
dada por x;,, = {TJ ,sendo | x| a fungdo Parte Inteira de x, definida abaixo:

x| =m se meZ e m<x<m+1.

E facil ver que x, = 0 para todo n > 1000. Ou seja, (x),cN € constante a partir do seu milésimo-primeiro

termo. Concluimos que ela é convergente.

2.6 Teorema. Toda seqiiéncia convergente é limitada.

Prova: Seja (x;),cN uma seqiiéncia convergente para x € R. Tomando € = 1 na defini¢do de seqiiéncia

convergente, concluimos que existe N € IN tal que se n > N, entdo

lxy —x| <1, istoé ,x,€ (x—1,x+1).
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Tomando

a=min{xy,...,xn,x —1} e b=max{xy,...,xn,x+1}

temos imediatamente que x, € [a,b] para todo n € IN. Portanto (x,),cN € limitada.

2.3 Seqiiencias Monétonas e Seqiiencias Limitadas.

A reciproca do Teorema 2.6 é falsa como mostra o Exemplo 2.7. Porém, existem algumas reciprocas parciais
que veremos nesta segao.

2.7 Proposi¢do. Se (x,),eN € crescente e limitada superiormente, entdo x, — sup {x,;#n € N}. Da mesma

forma, se (x,),eN € decrescente e limitada inferiormente, entdo x, — inf {x,;n € IN}.

Prova: Vamos provar apenas a primeira parte da proposi¢do ja que a segunda se demonstra de modo

andlogo. Seja s = sup {x,;n € N}. Dadoe > 0, tome N € N tal que x — & < xy < s. Logo, paran > N, temos

x —e < xy < x, <s. Concluimos dai que |x, —s| < &.

2.8 Teorema (Bolzano-Weierstrass). Toda seqiiéncia limitada possui subseqiiéncia convergente.

Prova: Sejam (x;),cN uma seqiiéncia limitada. Considere o seguinte conjunto:
N={neN;x; > xy, Y > n}.
Existem duas possibilidades: N é infinito ou N é finito.

1° caso: N é infinito.
Escrevamos N = {nq,ny,n3,...} comny < ny < nz < .... Assim, sei < jentdo n; < nje,como n; € N,

obtemos que x;, > xy;. Concluimos que a subseqtiéncia (xn, )rcen € decrescente. Sendo ela limitada

obtemos, finalmente, que ela é convergente.

2% caso: N é finito. Como N é finito, existe 11 € IN — N cota superior de N. Ora, n; ¢ N logo, existe ny > ny (e
portanto n, ¢ N) tal que x,,; < x,0. Mas de ny ¢ N segue que existe n13 > n (e portanto n3 ¢ N) tal que
Xn, < Xy, . Por inducdo, definimos uma subseqiiéncia (x,)ren que € crescente e, portanto, convergente

(pois ela é limitada).

2.4 Seqiiéncias de Cauchy

2.9 Defini¢do. Uma seqiiéncia (x,),en € dita de Cauchy se

Ve>0, INeN talque n,m >N =[x, —xp| <e.

Uma seqiiéncia é de Cauchy se seus termos se aproximam uns dos outros. Repare que nao apenas termos
consecutivos mas sim todos eles. E natural acreditar que qualquer seqiiéncia convergente é de Cauchy e vice-
versa. Vamos admitir, por hora, que seqiiéncias convergentes sdo de Cauchy (este fato serd demonstrado a
seguir). Facamos alguns comentarios sobre a reciproca.
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Considere uma seqiiéncia (x,),eN de ntimeros racionais convergente para, por exemplo, v/2? (existe tal
seqiiéncia?). Sendo convergente ela é de Cauchy. Como a definigdo de seqiiéncia de Cauchy néo faz mengéo ao
limite, mesmo se s6 conhecéssemos ntimeros racionais ainda estariamos de acordo que (x,),cN € de Cauchy.
Porém, neste caso, ndo serfamos capazes de mostrar a existéncia do limite. Ou seja, se considerassemos apenas
numeros racionais, ndo seria possivel mostrar que toda seqiiéncia de Cauchy é convergente.

Ja que seqiiéncias de Cauchy sdo convergentes em R mas ndo em Q, isto deve estar relacionado a “com-
pleteza”. De fato, alguns autores usam seqtiéncias de Cauchy de niimeros racionais para construir R. A van-
tagem desta construgdo é que ela pode ser empregada para “completar” outros conjuntos (ou melhor, espacos
métricos) que ndo sejam corpos ordenados.

2.10 Teorema. Uma seqiiéncia é convergente se, e somente se, ela é de Cauchy.

Prova: Seja (x;),cN uma seqiiéncia convergente para o limite x. Dado ¢ > 0, existe N € N tal que se

e
n > N, entdo |x, — x| < 3 Portanto, se m,n > N temos

| — X | < X0 — x| + [x — x4 <§+§:s.

Concluimos que (x,),eN € uma seqiiéncia de Cauchy.

Reciprocamente, suponhamos que (x,),eN € de Cauchy. Um argumento andlogo ao da demonstragdo do
Teorema 2.6 mostra que (x,),eN € limitada (verifique). Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, (x,),cN tem
subseqiiéncia (X, )ixN convergente para o limite x.

Mostremos que x, — x. Seja ¢ > 0. Como (x,),en € de Cauchy, existe N € IN tal que

nm>N = |xn—xm\<§. (2.1)

. S , -
Como xy, — x, existe k € N tal que ny > N e |xnk —x| < 5 Dai e de (2.1) segue que, se n > N, entdo

€

228.

S
|xn*x‘ < ‘xn*xnk|+|xnk*x‘ <§+

2.5 Limites Infinitos

Existem seqiiéncias divergentes que possuem limite! Isto é apenas um jogo de palavras. A defini¢do seguinte
diz que certas seqiiéncias tém limites que ndo sdo nimeros reais. Ndo diremos que tais seqiiéncias sdo conver-
gentes.

2.11 Definigdo. Seja (x),en uma seqiiéncia. Dizemos que x, tende a mais infinito quando n tende a mais infinito

ou que mais infinito é limite da seqiiéncia e escrevemos x;, — +oc0ou lim x, = 400 se,
n—-+oo

VMeR, INeN talque n>N = x;, > M.

2.12 Defini¢do. Seja (x,),cN uma seqiiéncia. Dizemos que x, tende a menos infinito quando n tende a mais

infinito ou que menos infinito é limite da seqiiéncia e escrevemos x, — coou lim x, = —oose,
n—-+oo

VMeR, INeN talque n>N = x;, <M.

Insistimos no fato que se x, — 400 ou x, — —oo, entdo ndo podemos dizer que a seqiiéncia é convergente.
Uma seqiiéncia é dita convergente exclusivamente quando satisfaz a condigdo da Defini¢do 2.3. Além disto, se
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Xp — 409, entdo (x,),eN € ilimitada superiormente e, portanto, é divergente. Da mesma forma, se x, — —oo,
entdo (x,),eN € ilimitada inferiormente e, portanto, é divergente.

N

Nota 14. Com estas convengdes sobre uso dos termos "seqiiéncia convergente'e de "limite de seqiiéncia"a
Proposigdo 4.11 também é valida (obviamente com outra demonstragao) se substituirmos x por +co ou por
—oo. Como x,, > M é equivalente a — x, < —M, temos que x, — + se, e somente se, —x;, — —infty.

Portanto toda afirmagédo sobre limite mais infinito tem uma andloga para limite menos infinito.

2.6 Operacoes com Limites

Temos a seguir algumas propriedades aritméticas de limites finitos.

2.13 Proposigdo. Sejam (x,)neN € (Yn)neN convergentes para x e y, respectivamente, e ¢ € R. Temos:

D xn+yn —x+y;
(ii)xn-ynﬂx%‘
(iii)c-xy — c-x;

(iv)sey # 0, entio y;; | — y~ L.

Prova:

(i) Seja e > 0. Gracas as convergéncias de (x,)neN € (Yn)nen, existem N’ e N” tais que, se n > N’, entdo
£ e . . .
|xy — x| < 5 esen > N”, entdo |y, —y| < > Seja N = maxN’,N”. Assim,sen > N, entdon > N’ e
n > N e, dai,

3

2:&

€
[(en +yn) = (x+y)[ = |(n =) + (yn —y)| < |xn — x|+ [yn —y[ < 5T
Mostramos assim que x, + Yy — X + V.

(ii) Seja e > 0. Como (x,),enN € convergente, ela é limitada. Logo, existe C > 0 tal que |x,| < C para todo

n € N. Seja N € N tal que se n > N, entdo |x, — x| < € e |y, — y| < &. Desta forma, paran > N, temos

X yn—x-yl < [xncyn =Xyl +|xn -y —x-yl =[xl - lyn —yl+ 1yl |0 — x|
< Colyn—yl+ 1yl |xn — x| < (C+y[)e

Isto mostra que x, - v, converge para x - y.
(iii) E conseqiiéncia do item anterior, tomando y, = c para todo n € IN.

(iv) Sejae > 0e N’ € N tal que, se n > N’, entdo |y, — y| < e. Temos ainda que y # 0, conseqiientemente,

existe N” € N tal que, |y,| > %, isto &, [yn| ™! < 2|y|~!, quando n > N”. Tomando N = max {N’, N},

para todo n > N, temos que

= < —=¢&
lyal -yl lyl?

Yn Y

1 1‘ ly — ynl 2

Isto conclui a demonstracéo.

Exemplo 2.9. Sejar € R. A seqiiéncia ("),cN € uma Progressdo Geométrica de razao r.
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o Se |r| < 1, entdo multiplicando por [r"*| > 0, obtemos 0 < [r"*!| < |r"|. Logo, (|r"|)nen é decrescente,

limitada inferiormente e, portanto, convergente para, digamos, L. Ora, |r" 1| = |r| - ||, entao, passando

o limite, obtemos L = |r| - L. Como |r| # 1, temos L = 0. Segue, finalmente, que (r"),c converge para 0.

o Se|r| > 1, entdo |[r| = 1+ h com h > 0. Pela desigualdade de Bernoulli, |r"| = |r|" > 1+ nh e, portanto,

|r"| — 4-00. Em particular, (r,),en € divergente.
© Deixamos como exercicio o estudo dos casosr = ler = —1.

Vejamos agora as propriedades “aritméticas” de limites infinitos.

2.14 Proposigdo. Sejam (x,),eN € (Yn)nen duas seqiiéncias e ¢ > 0. Suponhamos que x, — +oo. Temos:

(i) se (Yn)neN € limitada inferiormente, entdo x, + y, — +00;
(ii) se yn > c para todo n € IN, entdo x,, - y, — +0o0;
(iii) ¢ - x — +o0;

(iv) x;1 — 0.

Prova:

(i) Sejaa € R tal que a < y, paratodon € IN. Dado M € R, como x;, — +oo, existe N € N talquesen > N,

entdo x, > M — a. Segue que se n > N, entdo x, + Y, > x, +a > M. Concluimos que x;, + vy, — +oo.

M|

(if) Dado M € R, podemos tomar N € IN tal que se n > N, entdo x,, > - Desta forma, se n > N, entao

Xy *Yn > Xp - € > |M| > M. Portanto xy - y, — —+00.
(iii) E conseqiiéncia do item anterior, tomando y, = ¢ para todo n € .

(iv) Dado € > 0, tomemos N € IN tal que se n > N, entdo x,, > e L. Segue que se n > N, entdo |x,;l -0 =

1

x, ! < e. Concluimos que x, 1 — 0.

2.7 Limite Superior e Limite Inferior

No estudo de limites de subseqtiiéncias é conveniente fazer a seguinte definicao.

2.15 Defini¢do. Dizemos que x € R é valor de aderéncia de (x,),eN se existe subseqiiéncia de (x,),en conver-

gente para x.

O Teorema de Bolzano-Weierstrass diz que toda seqiiéncia limitada possui valor de aderéncia.

Observe que se (x,),cN € limitada superiormente, entdo o conjunto dos seus valores de aderéncia também é
limitado superiormente. Analogamente, se (x;),cN € limitada inferiormente, entdo o conjunto de seus valores
de aderéncia também é.

2.16 Defini¢do. Seja A o conjunto dos valores de aderéncia de (x;),eN. O limite superior de (x,)neN € definido
por
+oo  se (xn)neN € ilimitada superiormente;
limsupx, = ¢ supA se (xn)nen € limitada superiormente e A # &;

n—-4oo
—o0  se (Xp)peN € limitada superiormente e A = @.
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O limite inferior de (x,)nen € definido por
—oo  se (Xy)penN € ilimitada inferiormente;
liminfx, = ¢ infA se (xy)yen € limitada inferiormente e A # ;

n—-+oo

+oo  se (xy)peN € limitada inferiormente e A = .

Essencialmente, o limite superior de uma seqiiéncia é o seu maior valor de aderéncia, enquanto que o limite
inferior é seu menor valor de aderéncia, veja a Proposicdo 2.18.

A Proposigao 2.5 diz que (x,),eN converge para x se, e somente se, X € o tinico valor de aderéncia de (xy,)yeN-
Isto também pode ser expresso por

lim x, =x & liminfx, =limsupx, = x.
n—-+oo n—-+oo n—-4oo

Pode parecer estranho tomar —oco como definicdo de limite superior de uma seqiiéncia limitada superior-
mente e sem valor de aderéncia. A razdo é que, nestas condi¢des, a seqiiéncia tende a —co. Desta forma, o
resultado do pardgrafo anterior também é valido para limites infinitos.

2.17 Proposicdo. Seja (x,),cN uma seqiiencia limitada superiormente e que ndo tem valor de aderéncia. Entdo

Xp — —O00.
2.18 Proposigdo. Existe subseqiiéncia (x,x)ren de (Xn)qen tal que

lim x,, = limsup x;.
k— o0 n— oo

Em particular, se limsup € R, entdo este é o maior valor de aderéncia de (xy),eN-
n——+oo

Prova: Seja A o conjunto dos valores de aderéncia de x,. Suponhamos inicialmente que (x,),cN Seja
ilimitada superiormente e, portanto,

lim sup x, = +oo0.
n—-+oo

Neste caso, é imediato que (x,),cN tem subseqiiéncia que tende a + oo.
Suponhamos, agora, que (xn)ne]N seja limitada superiormente e A = &. Portanto,

limsup x, = —oo.
n—-+oo

Se (xn)nen for limitada inferiormente, entdo (x,),cN serd limitada e, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass,

teremos A # @. Logo, (x,),en € ilimitada inferiormente e, portanto, tem subseqiiéncia tendendo a —co.
Finalmente, suponhamos que (x,),cN seja limitada superiormente e A # @. Como ja observado antes, A

é limitado superiormente e, portanto, seu supremo s é finito. Vamos mostrar que s € A. Aplicando sucessiva-

mente o resultado da observacdo abaixo, obtemos:

da; € A talque s>a; >s5-1;
da, € A talque s>a; >s5—-1/2;
Jas € A talque s>a3>s5—-1/3;...

Como a7 é valor de aderéncia de (x,),enes+1>al >s—1,existeny € Ntalques+1 > x,, >s—1.
Também temos a, € A, logo, existe n, > ny tal que s +1/2 > x,, > s —1/2. Prosseguindo deste forma,

construimos uma subseqiiéncia (X, )xcN convergente para s. Segue que s € A.
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2.19 Observacdo. Seja A C R, ndo vazio e limitado superiormente. Entdo que s = sup A se, e somente se:

(i) s é cota superior de A;

(ii) se r < s entdo existe x € A tal quer < x <'s.

2.8 Séries

2.20 Defini¢do. Considere uma seqiiéncia (x,),eN. Para cada n € IN definimos

n
Sn=in:x1+...+xn.
i=1

A seqiiéncia (S,),enN € dita das somas parciais da série Y x, e x, é o n-ésimo termo ou termo geral da série.

Escrevemos

“+o0

) xy= lim S,
n——+oo

n=1

quando o limite acima existe e, neste caso, ele é dito limite da série. Dizemos que Y x, é convergente ou diver-
gente se (Sy)neN € convergente ou divergente, respectivamente. Finalmente, dizemos que an é absolutamente

convergente se a série ) _ |x, | é convergente.
Exemplo 2.10. Considere a Série Geométrica de termo geral x,, = r"~1). Temos
Sn=1+r+r 4. +r" 24

Se r = 1, entdo é imediato que S, = n. Segue que (S;),cN diverge e, portanto, an diverge. Suponhamos

r # 1. Multiplicando S, por r obtemos

1Sy = rH+rP
= 1+4r+24°3+  +rm 14 -1
= S,+r"—1

" —
Portanto, S, = .

1 .
T Assim, Z X, converge se, e somente se, |r| < 1 e, neste caso,

+o0 1
V;xn: T

A préxima proposigdo é uma versdo da Proposigdo 2.13 para séries.

2.21 Proposigdo. Sejam an e Zyn duas séries convergentes e ¢ € IR. Temos que

(1) )_(xn 4 yn) é convergente para y_x, + Y yu;

(i) } (c-mx,) é convergente parac- ) _ x;.

Prova: A demonstragdo é conseqiiéncia da Proposigdo 2.13. Basta aplicé-la para as seqiiéncias das somas

parciais de ) _x, ede ) yn.
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Observamos que, em geral,

+o00 +o00 “+o0
Fique Atento! Yo (Xnyn) # Y X Y yu
n=1 n=1

n=1

Passamos ao estudo da natureza de séries, ou seja, estamos interessados em critérios que determinem se uma
série é convergente ou divergente.

2.22 Teorema.
(i) Z X, converge se, e somente se,

Ve>0, INe€N talque n>m > NIl = <e.

n
) i
i=m

(ii) Se an converge, entdo x, — 0.

(iii) Toda série absolutamente convergente é convergente.

Prova:

(i) O critério dado diz simplesmente que a seqiiéncia das somas parciais é de Cauchy. O resultado segue do

Teorema 2.10.
(ii) Segue de (i), tomando m = n.

(iii) Observamos que para todo m,n € N temos

m

) x

1=n

m

< Z x| =
1=n

m
. Jxi
1=n

Portanto, por (i), a convergéncia de Z |x,| implica a de ) xy,.

O item (iii) do teorema anterior esta intimamente ligado ao fato de R ser completo. Devemos ressaltar ainda
que a sua reciproca ndo é verdadeira, ou seja, existem séries que sdo convergentes mas ndo absolutamente
convergentes. Veremos um exemplo posteriormente.

Exemplo 2.11. Pelo item (ii), a condigdo x, — 0 é necessaria para a convergéncia da série ) _ x,, porém ela ndo é

. . . 1 .
suficiente. A Série Harmonica ) | — é o contra exemplo mais famoso. De fato, temos
n

1
Sz - 1+§/

1 1 2 1
S4 = 52+§+Z > 52+Z—1+2'§,

1 1 1 1 1 4 1
Ss = Saitgtztotg > 142540 =1+43-5

n . . fs1s
Portanto, Son > 1+ 5 Dai, segue que 111}: Son = +o00. Concluimos que a série diverge.
n—-—+00

Vamos tratar agora de alguns critérios de convergéncia para séries de termos positivos. Claramente, todos
os critérios aqui expostos podem ser adaptados para séries de termos negativos. De fato, se an é uma série
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de termos negativos, entdo Z(fxn) é uma série de termos positivos e, além disto, a primeira converge se, e

somente se, a segunda converge.

Eventualmente, podemos usar também critérios sobre séries de termos positivos para uma série Z Xp que
tenha termos de sinais varidveis. Ora, se ao aplicarmos algum destes critérios para a série ) _ |x,| concluirmos
que ela é convergente, entdo, como toda série absolutamente convergente é convergente, concluiremos que Z Xn

converge. Por outro lado, se o critério nada disser, ou mesmo se ele nos informar que Z |x,| é divergente, em

geral, nada poderemos afirmar sobre a convergéncia da série ) _ x;.

Observamos também o seguinte fato, j4 mencionado no caso de seqiiéncias. Os primeiros termos de uma
série nada influem na sua natureza. De fato, a série Z X converge se, e somente se, a série Z Xpn42007 cOnverge.
De maneira geral, fixado p € IN a série Z X, é convergente se, e somente se, a série Z Xn+p € convergente. Desta
forma, todos os critérios que determinam a natureza de uma série através de alguma propriedade verificada
por todos os seus termos continuam validos se a tal propriedade é verificada a partir de algum termo (por
exemplo, 2.007). Por outro lado, ndo podemos desprezar nenhum termo de uma série convergente quando
estamos interessados em determinar o valor do seu limite.

2.23 Proposi¢do. Uma série de termos positivos é convergente se, e somente se, a seqiiéncia de suas somas

parciais é limitada superiormente.

Prova: Por definicédo, an é convergente se, e somente se, a seqiiéncia de suas somas parciais (Si)nenN €

convergente. Como x,, > 0, temos imediatamente que (S, ),cN € crescente. Logo, (Si),eN € convergente se, e

somente se, ela é limitada superiormente (ver proposicdes 2.6 e 2.7)

2.24 Teorema (Critério da Comparacdo). Sejam (x,)yeN € (Yn)nen tais que 0 < x,, <y, para todo n € IN.

(i) Se Zyn converge, entdo an converge.

(i) Se ) _ x, diverge, entdo ) y, diverge.

Prova: Sejam (S,),en e (Ty)nen as seqiiéncias de somas parciais de an e Zyn, respectivamente. De
xn < yn segue imediatamente que S, < T, para todo n € IN. Assim, se (S;),en € ilimitada superiormente,

entdo (Ty),en também é. Por outro lado, se (T;),en € limitada superiormente, entdo (S,),enN também é.

Concluimos gragas a Proposicado 2.23.

2.25 Proposicdo. Sejam y € R e (x,),cN uma seqiiencia convergente para x € R. Temos:

(a) Sey < x, entdo existe N € IN tal que y < x, paratodon > N.
(b) Se x < y, entdo existe N € N tal que x, < y paratodon > N.
(c) Se x, > y paratodon € IN, entdo x > y;
(d) Se x, <y paratodon € IN,entdo x < y.

1 p
Exemplo 2.12. Vamos estudar a natureza da série Z i segundo os valores de p. E claro que se p < 0, entdo

ela diverge pois neste caso lim x, # 0.
n—-4oo

1 1 . .
Suponhamos 0 < p < 1. Temos ” < - para todon € IN. Portanto, por comparacdo com a Série Harmonica,

concluimos que a série diverge.
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Finalmente, consideremos o caso p > 1. Mostraremos que a série converge. Seja (S;),enN a seqiiéncia das

somas parciais. Para todo n € IN, temos

1 1 1
S, = 1+2_]9+3_]9+"'+W
1 1 1 1
< 14+—4+=+4+...
= +2p+3p+ + p+ +(2n,1)p
= 1+ l-i-l + 1+l+l+l + + #-ﬁ- +#
- 20 3P 4 "5p Ter T 7r ) T (2 T (n = )p
2 4 2n1 n -
= p -1
= Mgty tot ooy ;2 :

Como p > 1 temos 27 < 1 e, portanto, a Série Geométrica de razao 2! 77 converge. Segue que (S;),eN €

o . 1
limitada superiormente e portanto Z P ¢é convergente.

2.26 Teorema (Teste da Razdo, ou de d’Alembert). Seja (x,),en uma seqiiéncia de nameros positivos.

X
(i) Se lim ;H < 1, entdo an é convergente.
n

n—-+too

(ii) Se lim ;H > 1, entdo ) _x, é divergente.

n—-—+oo

Prova:

x
(i) Tomemos 7 € R tal que lim ~*
n—+o0o Xy

< r < 1. Oresultado da proposicdo 2.25 garante que existe N € IN tal

que < r para todo n > N. Temos entdo:

n

XN+1 < TXN;
XNy < rans1 < P

XNt < PXNg2 < PXN

n—N = N

De maneira geral, x, < r - xN, para todo n > N. Tomando y, = -xn (para todo n € IN) temos
que x, < y, paratodon > N. Como Z Yn € uma Série Geométrica de razdor € (0,1), ela é convergente.

O resultado segue do Critério de Comparacéo.

.. . . . X
(ii) Usando o resultado da proposicdo 2.25 concluimos que existe N € IN tal que Z—H > 1 paratodon > IN.
n
Portanto, x,11 > x, para todo n > N. Segue que a seqiiéncia dos termos gerais da série é crescente a

partir do N-ésimo termo e, portanto, ndo converge para zero. Logo, a série é divergente.

1
Exemplo 2.13. A série ) — € convergente pois

1

. (n+1)! . n! . 1
lim I = m —— = lim =
n—+eo n—-+co (n +1)! n—oten+1
x" . X"
Analogamente, dado x € R, mostra-se que ) _ = é (absolutamente) convergente e, em particular, — — 0.
n! n!

o Xngl ~ . . I .
Nota 15. Quando lim =1 = 1, o Teste da Razdo nada permite concluir (nem convergéncia nem di-
n—+o0o Xy

vergéncia).
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H4 outras versdes do Teste da Razdo. A aqui apresentada ndo é a mais geral delas. Por exemplo, em (i), pode-
mos substituir o simbolo de limite pelo simbolo de limite superior que a afirmagado continua vélida. Analoga-
mente, a conclusdo de (ii) permanece valida ao substituirmos o simbolo de limite pelo de limite inferior.

: . . . . 1
Exemplo 2.14. Vejamos exemplos para os quais o Teste da Razdo nao é conclusivo. Considere as séries Z —e
n

1 . - .
) — . Jd vimos que a primeira é divergente enquanto que a segunda ¢é convergente. Porém, para ambas temos
n

Lox
que hrf Z—H = 1. De fato,
n——+oo n

1 1 2
lim 2L — " 1 e Lim W B
n——+oo % n—+ocomn-4+1 n>teo L n——+oc0 (n + 1)2 ’
n

2.27 Teorema (Teste da Raiz, ou de Cauchy). Seja (x,),eN uma seqiiéncia de nimeros positivos.

(i) Se nEI—ri-loo Yx, <1, entdo an é convergente.

(ii) Se nEI—ri-loo /Xy > 1, entdo ) _ x, é divergente.

Prova:

(i) Sejar € R tal que lir}: {/xn < r < 1. Da Proposigdo 2.25(a) obtemos que existe N € IN tal que /x, <7,
n—-—+oo

ou seja, x; < r" paratodon > N. O resultado segue por comparagdo com a Série Geométrica Z .

(i) Anélogo ao item anterior.

Nota 16. Quando 11111 {/xn =1, 0 Teste da Raiz nada permite concluir (nem convergéncia nem divergén-
n—-—+00

cia).

Também ha outras versdes do Teste da Raiz. A apresentada acima ndo é a mais geral de todas. Por exemplo,
(i) se generaliza ao substituirmos o simbolo de limite pelo simbolo de limite superior. Analogamente, em (ii),
podemos substituirmos o simbolo de limite pelo de limite inferior.

O Teste da Raiz é mais eficiente que o da Razdo. Mais precisamente, em todos os casos nos quais o Teste da
Razdo permite concluir (seja por convergéncia ou por divergéncia) o Teste da Raiz também serd concludente.
Entretanto, o Teste da Raz&o é, em geral, mais facil de ser aplicado.

2.9 A Série dos Inversos dos Primos

Veremos um interessante resultado sobre a série dos inversos dos primos. O primeiro a demonstra-lo foi
Euler. A demonstragdo que apresentaremos aqui é mais uma das preciosidades de Erdos. O argumento é do
tipo combinatoério. Antes de apresenta-lo fagamos uma definigdo.

2.28 Defini¢do. A funcéo Parte Inteira é definida, para todo x € R, por
|x] =n se neZ en<x<n+1.
Exemplo 2.15. Temos |1] =1, [14| =1e |—-15| = —2.

2.29 Proposig¢do. Seja (pn)qcN a seqiiéncia estritamente crescentes dos nimeros primos (p; =2, pp =3, p3 =

1
5, ...). A série Z P_ diverge.
n
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1
Prova: Suponhamos por absurdo que Z o converge. Portanto existe N € IN tal que
n

+o00

L,

I\)l)—‘

1.
Pn
Seja M = 22N Temos que M = #A + #B, sendo

A={me{l,...,M}; mémultiplo de algum dos primos pn, pN+1,---},

B={me{l,...,M}; mndo é maltiplo de nenhum dos primos pn, PN+1---} -

M M
Vamos mostrar que #A < 5 e #B < > chegando assim a uma contradicdo.

O ndmero de multiplos do primo p que sdo menores que M é {%J . Segue que

+o0 +00
#A < Y LMJ < ZM<M.
n=N LPn 2

n:NPn

Também ¢ fécil ver que todo m € B pode ser escrito como m = a - b? sendo a um produto de primos
distintos, todos menores que py, e b> um produto de quadrados de primos, também menores que py. Existem

exatamente 2N ~! ndmeros nas condi¢es de a. Temos ainda que b> < m < M e portanto b < VM = 2N. Segue
N oN-1 5N _ gon-1_ M

que existem, no mdximo, 2" ntimeros nas condi¢des de b. Portanto #B < >

Apresentacao

Retomaremos a nogdo de limite sob uma forma mais ampla, desta feita, consideraremos fung¢des reais f :
X — R com X C R, ao invés de seqiiéncias. Aprofundaremos nossos conhecimentos basicos de Topologia, ao
tratarmos da idéia de fungdo continua, examinando a luz de alguns teoremas as suas propriedades elementares
e por ultimo estudaremos as derivadas de fung¢des reais, com um pouco mais de rigor, sem nos preocuparmos
com o0s aspectos computacionais e aplica¢es imediatas, ora ja feitos no seu curso de Célculo.

Limites de Fun¢des

Dada uma funcéo real f estamos interessados em saber o que acontece com o valor de f(x) quando x se
aproxima de um ponto xy sem, entretanto, assumir este valor. Este é o assunto desta se¢do. Muitas vezes f(x)
se aproximara de f(xg), porém, isto s6 ocorre para uma classe de fungdes, ditas continuas. Trataremos desta
questdo posteriormente.

Iniciamos nossa discussdo precisando o que quisemos dizer, com “x se aproxima de um ponto xg sem, entre-
tanto, assumir este valor”. Ora, se estamos interessados no valor de f(x) é preciso que x esteja no dominio de f
mas, como x nio assume o valor x(, ndo é necessario que f(xo) esteja definido. Ou seja, ndo é necessério que x
pertenca ao dominio de f. Porém, é preciso que seja possivel “se aproximar de xy” por pontos do dominio de
f. Rigorosamente falando, se A é o dominio de f, entdo a nogao de limite de fungdes terd sentido se, e somente,
xo é ponto de acumulagdo de A. Lembramos que esta condigdo significa que xp € A\ {x0}, isto ¢, existe uma
seqiiencia (x),eN C A \ {x0} convergente para x.

Sejam f : A C R — R e xp um ponto de acumulagdo de A. Como expressar de maneira rigorosa que f(x) se
aproxima de L € R quando x se aproxima de x¢? A experiéncia com limite de seqiiencias nos indica que deve
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ser errado pensar que a distancia de f(x) a L decresce junto com a distancia de x a x¢. A idéia intuitiva correta

é dizer que f(x) é tdo proximo de L quanto quisermos, bastando para isto tomar x suficientemente préoximo de
X0. Vejamos a defini¢do rigorosa.

3.1 Defini¢do. Sejam f : A C R — R e xy um ponto de acumulagdo de A. Dizemos que existe o limite de f(x)

quando x tendea xy € Reelevale L € Rse
Ve>0, 36>0talquex e A, 0< |x—xo| <d=|f(x)—L|<e

Neste caso, escrevemos lim f(x) = L.
X—X0

De outro modo, seja f : A C R — Re L € R. Dizemos que f assume valores arbitrariamente préximos de
L, se todo intervalo aberto contendo L contém um valor f(x) para algum x € A.

Cuidado! S6 faz sentido considerar o limite de f(x) quando x tende a xy quando x( é ponto de acumu-
lacdo do dominio de f. Daqui por diante, esta condicao ficard subentendida quando estivermos
considerando limites.

Exemplo 3.1. Seja f : R\ {0} — R, dada por

f(x): 1, sex>0

-1, sex <0

mostre que ndo existe o limite de f quando tende a 0.

Solugdo: Veja primeiro que 0 ¢ R\ {0} é ponto de acumulagdo de R — {0}. Vamos supor que hrr(l) f(x) =
X—
L. Tomando ¢ = 1 na defini¢do de limite, obtemos a existéncia de § > 0 tal que |f(x) — L| < 1 quando

0 < |x| < 4. Portanto,

= () () P () o
Absurdo!

Exemplo 3.2. Seja f : (0,1] — R dada por f(x) = 1 para todo x € A = (0,1]. Observe que 0 ndo estd no
dominio de f mas é ponto de acumulagdo deste. Logo, faz sentido perguntar se existe o limite de f(x) quando

x tende a 0 e, no caso afirmativo, determinar o valor do limite. Mostre que ele existe e vale 1.

Solucdo: Seja e > 0. Para todo x € (0,1] temos |f(x) — 1| = |1 — 1| = 0 < &. Portanto, tomando qualquer
0 > 0, temos

x€A0<|x—-0/<d=|f(x)—1| <e

Concluimos assim que linb f(x) =1.
x—

Pratique! Da mesma maneira mostra-se que se § : A C R — R é constante igual a ¢, ou seja, g(x) =
c, Vxe A exye A\ {x}, entdo lim g(x) =rc.
X—X0

O exemplo anterior é atipico. Se xy, € e § sdo como na Defini¢do 3.1, entdo, geralmente, 6 depende de ¢ e
de xo. Muitas vezes esta dependéncia ¢ indicada na notagdo § = d(¢, xg). Os exemplos a seguir ilustram esta
dependéncia. No primeiro deles § depende apenas de ¢ e, no segundo, J depende tanto de £ quanto de xo.
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Exemplo 3.3. Sejam f : R — R, dada por f(x) = x para todo x € R, e xg € R. Mostre que lim f(x) = x.
X—X0

Solugdo: Dado ¢ > 0, tomando § = €, obtemos

x€R,0< |x—x9| <= |f(x)— f(x0)| = |[x —x0| < I =€

Exemplo 3.4. Sejam f : R — R, dada por f(x) = x? para todo x € R, e xg € R. Mostre que lim f(x) = x3
X—X0
Solucdo: Fixado € > 0, tomamos § = min {1, ﬁ} Desta forma, se 0 < |x — xg| < J, entdo
0

lx| < |xo| +6 < |xo| + 1. Além disto,

|f(x) = xg] = |2 = x| = |x = x0| - [x + x0] < 6(Jx[ + |x0]) < 8(2|x0] +1) =e.

(Nota17. O exemplo anterior pode nos induzir a pensar que achar § em funcdo de € e de xg é uma tarefa |

sobrenatural. Normalmente, rascunha-se a demonstracio de trds para frente:

sabendo que devemos obter |f(x) — L| < €, procuramos saber quao grande pode ser |x — x| (isto é, qual

deve ser o valor de J) para que cheguemos a esta conclusao.

Em seguida, passamos a limpo a demonstragéo e, j4 sabendo qual é o valor de §, simplesmente dizemos:
“seja 0 = abracadabra ...”

Porém, dependendo da fungdo, mesmo que achar o valor de  ndo seja mdgica, tal tarefa pode ser bastante

fatidica. Uma alternativa é fazer uso das proposi¢des que iremos apresentar no decorrer destas notas. Elas

\facilitam as demonstrac¢des de existéncia e os calculos dos limites, sem necessidade de manipular €’s e §’s.

Exemplo 3.5. Seja f : R — R definida por f(x) = 2x + 1, V x € R. Mostre que existe o limite de f quando x
tende 1 e determine este limite.
Solucdo: Intuitivamente, nos parece 6bvio que, a medida em que x se aproxima de 1, a fungdo f(x) =
2x + 1 se aproxima de 3. Assim, vamos intuir que 9lci_>ml(2x + 1) = 3 e entdo mostrar que é o caso.
Investiguemos, inicialmente, se existe uma correspondéncia entre as vizinhangas de L = 3 e xg = 1, ou
seja, se existe algum valor para é se tomarmos um e qualquer.
Temos que |f(x) —L| <¢ Ve >0,istoé, |(2x+1) — 3] = [2x —2| = [2(x —1)| = 2|x — 1| < &. Logo,

€ : €
lx —1] < 7 Portanto, se fizermos 6 = 5 teremos 0 < |x — 1| < 6.

€
Deste modo, dado € > 0, tomando § = > obtemos

xeRO<|x—1]<d=|f(x)=3|=[2x+1-3|=2]x—1|<2-6=2-- =e.

€

2

No exemplo anterior, intuimos que lirr} (2x 4+ 1) = 3 e provamos que é o caso. No entanto, ndo mencionamos
X—

a possibilidade de existir outra valor L € R diferente de 3 para li 1(29( +1). Na verdade, ndo existe, pois quando

X—

o limite existe ele é tinico. Veja o teorema a seguir, da unicidade do limite.

3.2 Teorema (Unicidade do limite). Sejam f : A — R e xgp € A um ponto de acumulagdo. Se lim f(x) = Le
X—X0

lim f(x) = Mentdo L = M.
X—X0
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Prova: Dado € > 0 existe 67 > 0 e d, > 0 tais que para x € A, temos |f(x) — L| < % sempre que
0<|x—xp| <drelf(x)—M|< g sempre que 0 < |x — xg| < &;. Seja § = min{dy,d,}. Entdo |f(x) — L| < g
elf(x)—M| < %semprequeO <|x—a| <.

Sejax € Atal que 0 < |x — x| < J, entdo podemos escrever

€

226.

L= M| = |L = f(x)+ flx) = M| < |f(x) = L] + |f(x) - M| < 5 +

Como € ¢ arbitrério, temos que |L — M| = 0 e portanto L = M.

Pratique! ‘ ‘ De um modo geral, mostre que lim a-x+b=a-xo+b.
X—X0

3.3 Teorema. Sejam f : A — Rea € A\ {xp}. Entdo lim f(x) = L se, e somente se, para toda seqiiéncia de
—X0

pontos (xy)pen C A\ {x0} com lim x,, = xg, tenha-se lim f(x,) = L.

Prova: Suponhamos que lim f(x) = L e mostremos que se (x,),en C A\ {x0} e x» — x¢, entdo
X—X0

f(xy) — L. Seja e > 0. Por hipétese, existe § > 0 tal que
x€A0<|x—x| <d=|f(x)—L|<e. (3.2)

Ora, x, — xp, logo, existe N € N tal que se n > N, entdo |x, — xo| < d. Assim, paran > N, ao tomar x = xy,
em (3.2) obtemos |f(x,) — L| < €. Concluimos que f(x,) — L.

Reciprocamente, suponhamos que seja falso que len;O f(x) = L. Isto significa que existe € > 0 tal que
Vé>0 JxeAtalque 0<|x—xo| <6 e |f(x)—L|>e. (3.3)
Para cadan € IN, ao tomar § = % em (3.3) obtemos x,, € A tal que
0 < |xn — x0| < % e [f(xn)—L| >e.

Constroéi-se desta maneira uma seqiiencia (x,),en C A\ {Xo} convergente para xo sem que f(x,) — L.

Absurdo!

Vejamos como esta proposicdo facilita o cdlculo de limites.

Exemplo 3.6. Sejam f : R — R, dada por f(x) = x?> paratodox € R,a € Re (x;),en C R\ {a} convergente

2

para a. Temos entdo que f(x,) = x2 — a®. Como a seqtiencia (x,),cN € arbitraria, concluimos que lim f(x) =
X—a

.

3.4 Teorema. Seja f : A C R — R. Se xlll’l;(l f(x) =L < M, entdo existe 6 > 0 tal que f(x) < M paratodo x € A
—X0

tal que 0 < |x — x| < 4. Uma conclusdo analoga vale quando L > M.

Prova: Tomando € = M — L > 0 na defini¢do de limite, obtemos § > 0 tal que |f(x) —L| < M — L se

x€Ael < |x—xy <4.Ora

fx)—L=|f(x)—L|<M—-L= f(x) <M.

3.5 Corolério. Se lim f(x) = L > 0entdo existe > 0tal que f(x) > 0 paratodox € Atalque0 < |x —xo| < J.

X—X0

3.6 Corolario. Se f(x) < g(x) paratodox € A\ {x} e Jim f(x)=Le lim g(x) = M, entdo L < M.
—X0

X—X0
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3.7 Teorema (Operagdes com limites). Sejam f,g: A — R, xgp € A’ com lim f(x) = Le lim g(x) = M. Entéo:
X—X0

(1) len;l [f(x)£g(x)]=L+M;

(i) lim [£(x) - g(x)] = L - M;

X—X0

(iii)XILmM LoeM 20,

X0 § (x ) M
(iv) Se lim f(x) = 0 e g é uma fung¢do limitada numa vizinhanga de x(, entdo lim f(x) - g(x) =0.
X—XqQ X—X0
Prova:

(i) Dado arbitrariamente € > 0, existem 6; > 0 e 6, > 0 tais que para 0 < |x — xg| < J1 temos |f(x) — L| < g
epara0 < |x —xg| < J, temos |g(x) — M| < g Seja & = min{dy,d,}. Assim, se 0 < |x — xg| < J temos

€ €
[f(x) =L| < 5 elg(x) = M| < 5. Logo,

[f(x) +8(0)] = [L+M]| < |f(x) = L] + [g(x) = M| <

Portanto lim [f(x)+ g(x)] =L+ M.

X—X0

(ii) Sejam dadas duas seqiiéncias reais (x,) e (y»),n € N com limx, = xg e limy, = yo. Considerando (y,)

uma seqiiencia limitada por uma constante positiva k temos:

[Xn-yn—x0-Yo| = [(xn—x0)Yn + X0(yn —Yo)|
| (xn = x0)|[yn] + |x0l| (¥n — o)
< k- |(xn —x0)| + |x0l|(yn — yo)|

IN

Tanto |x,; — xo| como |y, — yo| podem ser tomados arbitrariamente pequenos, desde que n seja sufi-

: . . €
cientemente grande. Assim dado € > 0 podemos considerar |x, — xg| <

T a partir de um certo n; e

€
lyn — yo| < I a partir de um certo 1. Sendo n = max{ny, 1, } teremos:
0

€
ey =30 yol < Klzn — ol + xollyn — ol < k- + ol = 5 +5 =

Logo, |xn - yn — X0 - Yo| < € e entdo lim x,, - y, = X - Yo, isto é, pelo teorema 3.3 temos Jim [f(x)-g(x)] =
—X0

L-M.
1
(iif) Como temos a igualdade In ay - v e ja mostramos que o limite do produto é o produto dos limites,
n n
basta mostrar que se limy, = xp entdo lim = y— com yy # 0.
n 0
R Rl 11§ Lol
Observe que = ; como Yy # 0, a partir de um certo n; temos |b,| > ; e dado
bn y() bn y 2
€ > 0, a partir de um certo 1y, podemos ter |b, — yo| menor que %. Considerando n = max{ny, ny}
2
2 1 1
teremos que ‘y ole/2 _ = €. E assim temos lim — = —.
by ]/O Yo 5/2 bn Yo

(iv) Temos que, se limx, = 0 e (y,) é uma seqiiéncia limitada, entdo existe ¢ > 0 tal que |y,| < c para todo
. . . € ~
n € IN. Dado arbitrariamente e > 0, existe ny € IN tal que para n > ng temos |x,| < - Entédo para

n > 1y temos | Xy - Yu| = |xXn| - |yn| < % -¢ =e€. Logo limx,, - y, = 0 e portanto xhrrx1 f(x)-g(x)=0.
—X0
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Perceba! H No item (ii) da proposi¢do acima, se f(x) = ¢ € R, entdo lim [c-g(x)]=c- lim g(x).
—X0 —X0
x>—8
Pratique! Usando as propriedades operatérias de limites calcule o valor de lirré 2
xX— —

3.8 Teorema (Teorema do Sanduiche). Sejam f,g,h: A — R,a € A’ e lim f(x) = J(hn)} g(x) = L. Se f(x) <
—X0

X—X0

h(x) < g(x) paratodo x € A — {xp}, entdo lim h(x) = L.

X—X0

Prova: Dado arbitrariamente € > 0, existe §; > 0 e d, > 0 tais que parax € XtemosL —e < f(x) < L+e€
sempre que 0 < |x —xg| < 61 e L —e < g(x) < L+ esempre que 0 < |x — xg| < dp. Seja & = min{dy,d,}.
Entdo parax € Xe 0 < [x — x| < dtemos L —e < f(x) <h(x) < g(x) <L+e.Logo,L —e <h(x) <L+e

eentdo lim h(x) = L.
X—X0

Exemplo 3.7. Se ¢ : A — R é definida por g(x) = x - sen(x), entdo tem-se que lirrbg(x) =0.
X—
Exemplo 3.8. Para todo polindmio p : R — R dado por p(x) = ag + a1x + ... + a,x" tem-se lim p(x) = p(xp)

X—X0
p(x)

para todo a4 € R. Também para toda fungdo racional f(x) = ==, quociente de dois polindmios, tem-se

. q(x)
xlgalof(x) = f(xo) desde que g(xp) # 0.

3.1 Limites Laterais, Infinitos e no Infinito

3.9 Definigdo. Seja f : A C R — R e agora x( ponto de acumulagdo de A N (xg, +o0). Dizemos que L é limite a

direita de f em x( se para todo € > 0 existe § > 0 tal que
x€eA 0<x—x<d=|f(x)—L|<e.

Neste caso escrevemos lim f(x) = L.
x—xg
0

Similarmente, definimos:

3.10 Definigdo. Seja f : A C R — R e agora x ponto de acumulagdo de AN (—oo, xg). Dizemos que L é limite

a esquerda de f em x( se para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que
xeA 0<x—x<d=|f(x)—L|<e

Neste caso escrevemos lim f(x) = L.
X—Xg

Nota 18. E possivel mostrar que se x( é ponto de acumulagao tanto de A N (xg, +00) como de AN (—o0, xq),
entdo

lim f(x) =L < lim+f(x) = lim f(x)=1L

X—X0

x—xj x—xy
Exemplo 3.9. Seja
1, sex>0
flx) = 0, sex=0
-1, sex <0
Como xli% flx)=1e xli}l’(l;lﬁ f(x) = —1, entdo ndo existe limite de f no zero.
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Outra defini¢do importante é a de limite infinito.

3.11 Definigao. Dizemos que f tende a +oc0 em x( se para todo M € R existe § > 0 tal que
xeA 0<|x—xy <d = f(x)>M.

Escrevemos entdo que lim f(x) = 4o0.
X—X0

Similarmente definimos:

3.12 Defini¢do. Dizemos que f tende a —co em x( se para todo N € R_ existe 6 > 0 tal que

x€A 0<|x—x9] < = f(x)<N.

Escrevemos entdo que lim f(x) = —oo.
X—X0
.1 . 1
Exemplo 3.10. lim — = +00, pois dado M > 0, tomando § = —— temos
x—0X M
0<|x—0[<M = Per=L o 1oy
M x2 '

Finalmente definimos limites “no infinito”.

3.13 Definig¢do. Sejac € Re f : (¢, +o) — R. Dizemos que L € R ¢é limite de f quando x — +oo se para todo €
existe & > c tal que

Vx>a = |[f(x)—L|<e.

Escrevemos entdo que Llrfoo f(x)=L.

Analogamente definimos:

3.14 Definicdo. Sejac € Re f : (—oo,¢) — R. Dizemos que L € R é limite de f quando x — —oo se para todo €
existe B < c tal que
Vx<pB = |f(x)—L|<e.

Escrevemos entdo que lim f(x) = L.
X— —00

Cuidado! ‘ ‘ Nem sempre existe limite no infinito. Tome por exemplo a fung¢do sen(x).

Func¢des Continuas

A seguinte frase é facilmente aceita pela nossa intuigdo: “se x ¢ um ntimero préximo de 3, entdo x> é um
niimero préximo de 9”. Outra, “x~ estara cada vez mais préoximo de 9 quanto mais préximo x estiver de 3”. Por
esta razao dizemos que a fungéo f(x) = x? (para todo x € RR) é continua no ponto 3. Muitas das fungdes que
encontramos na Andlise sdo fung¢des continuas. Queremos precisar o conceito de continuidade. Observe que
para isto é necessario estabelecer o que queremos dizer com “x é um nimero préximo de 3”.

Intuitivamente, uma fungdo f é continua em um ponto xy do seu dominio se f(x) esta proximo de f(x)
quando x estd proximo de xy. Induzidos pela discussdo que precedeu a definicdo de limite de fung¢des, somos
tentados a dizer que f : A — R é continua em xy quando

lim f(x) = f(xo) (3.4)

X—X0
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E quase isto, mas ndo exatamente. O problema é um “detalhe técnico”. A definicdo de lim f(x) exige que xg
X—X0

seja ponto de acumulacdo de A. Por outro lado, para que f(xg) tenha sentido devemos ter xy € A. Estas duas
condic¢oes podem ser incompativeis (veremos um exemplo a seguir). Entretanto, quando xj verificar ambas as
condigoes a definigdo que faremos serd equivalente a (3.4).

Exemplo 3.11. Seja A = [0,1) U {2}. Temos que2 € Amas2 ¢ A\ {2} = [0,1]. Dada f : A — R, f(2) tem
sentido ao contrario de lirré f(x). Por outrolado, 1 ¢ Ael € A\ {1} = [0,1]. Logo, ndo existe f(1), porém,
X—

pode existir lirq f(x).
X—
3.15 Definig¢do. Sejam f : A C R — R e xp € A. Dizemos que f é continua em x se
Ve>0,30>0,x€ A, |[x—x0| <= [f(x)— f(x0)] <e.

Dizemos ainda que f é continua, se f é continua em todo ponto de A e escrevemos f € C’(A). Mais precisa-

mente, f € C’(A) se

Vye A Ve>0, 36>0talquex € A, [x—y| <d = |f(x)—f(y)| <e (3.5)

Atengdo! Alguns autores costumam denotar por C(A), em vez de C’(A), ao conjunto das fungdes

continuas em A.

Observe que a defini¢do de continuidade tem (como esperdvamos) uma relagdo muito grande com a definigdo
de limite. Por esta razdo, podemos facilmente adaptar argumentos usados em exercicios de limites para mostrar
a continuidade de fung¢des. Por exemplo, mostre que sdo continuas as fungoes f,g,h : A C R — R dadas por
f(x) =c, g(x) =xeh(x) = x? para todo x € A.

Exemplo 3.12. Este exemplo pretende acabar com o mito, geralmente apresentado nos cursos de Calculo I, que
diz que fungdes continuas sdo aquelas cujos gréficos sdo tragados sem tirar o lapis do papel. Considere a fun¢ao
g : IN — R dada por g(n) = n para todo n € IN. Faga um esboco do grafico de g e convenca-se que ndo é
possivel desenha-lo sem tirar o ldpis do papel. Ora, a fungdo ¢ é a mesma do paragrafo anterior (com A = IN)
que, como ja sabemos, é continua! Vocé esta duvidando? Vejamos com mais detalhes. Sejam e > 0en € IN. Se
xeNel|x—n| < %, entdo x = n e, portanto, |g(x) — g(n)| = 0 < e. Concluimos que g é continua em 7 e, como
n é arbitrario, concluimos que g é continua!

Observe que tomamos § = % independente de € e de n. Mais que isto, nem a definicdo de g ndo foi necesséria
na demonstragdo. Moral da histéria: fun¢des definidas em IN ndo apenas sdo continuas como sdo “muito con-

tinuas”!

Importante Algumas observagoes sdo importantes:

¢ Na defini¢do de limite, o ponto no qual se calcula o limite ndo pertence necessariamente ao
dominio da func¢do. Ao passo que, na continuiudade, s6 faz sentido se o ponto pertencer ao
dominio da funcéo.

¢ Se a fungdo ja estd definida em x( e seu valor ai coincide com o limite no ponto 4, entdo a fungdo
é continua no ponto a. Isto é,se xg € AN A, entdo f é continua em xg < lim f(x) = f(xo).
X—X0

Exemplo 3.13. Se x( é um ponto isolado de A entdo toda fungdo f : A — R é continua no ponto xy.

Exemplo 3.14. A funcdo f : R — R, dada por f(x) = 2x + 1 é continua em xy = 1. Verifique!
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Exemplo 3.15. Todo polindmio p : R — R é uma fung¢do continua. Verifique!

p(x)

Exemplo 3.16. Toda fungao racional e é continua em todos os pontos de seu dominio para os quais g(x) # 0,
tais que f(x) # 0. Verifique!

3.16 Defini¢do. Uma fungdo f : A — R é dita descontinua no ponto xy € A se existe € > 0 tal que para todo

J > 0 pode-se achar x5 € A tal que |xs — xo| < de|f(x)— f(xg)| > €.

Passemos as proposi¢des que nos poupam, em muitos casos, o trabalho com €’s e §’s. Todas elas tém demon-
stracdes andlogas a aquelas encontradas na se¢do de limites. Por esta razdo omitiremos algumas de suas provas.

3.17 Teorema. Sejam f : A C R — Rexy € A. A fungdo f é continua em x se, e somente se, lir}: (xn) =
n—-+o0

f(x0) para toda seqiiencia (x,),eN C A convergente para x.

Perceba com este teorema que, essencialmente, fungdes continuas sdo aquelas que comutam com o simbolo
de limite, ou seja, f é continua se, e somente se,

lim f(x,) = f< lim xn>,

n—-+00 n—-+00

desde que a seqiiencia (x,),cN esteja contida no dominio de f e seja convergente para um ponto deste conjunto.
Exemplo 3.17. Seja f : R — R, dada por

1, sexeQ

flx) = 0, sex¢Q

Dado xy € R arbitrério, tomando seqiiencias (x,)yen C Q € (¥n)neNn C QE convergentes para X, obtemos que
f(xn) = 1e f(yn) — 0. Concluimos assim que f é descontinua em qualquer ponto.

3.18 Coroldrio. Dadas as fungdes f, g : A — R continuas no ponto xg € A, entdo f + g, f — g, f - g sdo continuas

neste mesmo ponto. Se g(xp) # 0, entdo § também é continua no ponto x.

3.19 Proposigdo. Sejam f : A C R — Reg: B C R — A tais que f(A) C B. Se f é continua em xp e g é

continua em yy = f(xg), entdo g o f é continua em x(. Segue que se f e g sdo continuas, entdo g o f é continua.

Prova: Seja (x,),en C A convergente para xo. Como f é continua temos que f(x,) — f(x9) = yo, e como

g é continua em y( temos que g (f(xx)) — (o) = g (f(x0)). Segue que g o f é continua em xy.

3.20 Proposicdo. Seja f : A C R — R continua em xy € A. Se f(xg) < L € R, entdo existe & > 0 tal que

f(x) < L paratodo x € A tal que |x — xg| < 6. Temos uma conclusédo analoga se f(xp) > L.

3.2 O Teorema do Valor Intermediario

3.21 Teorema (do Valor Intermedidrio). Se f € C([a,b]) e f(a) < L < f(b) entdo existe ¢ € (a,b) tal que
f(c) = L. A mesma conclusio vale quando f(a) > L > f(b).

Prova: Seja S = {x € [a,b]; f(x) = L}. E imediato que S é ndo vazio (a € S) e limitado superiormente (b ¢

cota superior de S). Sejam ¢ = sup S e (x)eN C S tal que x, — c. Temos que f(x,) = L paratodon € N e

http://cattai.webnode.com/ensino/uneb/analiseum } 59



UNEB % 2008.2
como f é continua em c temos

lim f(x,) = f(c).

n——+oo
Portanto, f(c) < L e, logo, ¢ < b.
Suponhamos que f(c) < L. Gragas a Proposi¢do 3.20 existe § > 0 tal que se x € [a,b] e |x —¢| < J, entdo

f(x) < L. Como ¢ < b podemos tomar x € [a,b] com ¢ < x < ¢+ J para obter que f(x) < L. Isto implica que

x € Sex > c=supS,oqueéabsurdo.

Exemplo 3.18. Mostre que a fungio f : R — R definida por f(x) = x® — 6x? + 5x — 12 possui pelo menos uma

raiz real no intervalo [5, 6].

Solugao: Como vimos no exemplo 3.15, toda funcdo polinomial é continua. Portanto f é continua, em
particular no intervalo [5,6]. Como f(5) = —12 e f(6) = 18, pelo teorema do valor intermedidrio, existe pelo

menos um ¢ € [5,6], tal que f(5) = —12 < f(c) < 18 = f(6) e logo, algum c tal que f(c) =0 € [—12,18].

Pratique! Considere o polindmio p(x) = ayx" +a, 1x" "' + ...+ ajx +ap, onde a, > 0 e n é impar.
Mostre que:

@l p(2) = oo
(b) lim p(x) = —oo;
X——00

(c) p(x) tem raiz, isto &, existe xp € R tal que p(xg) = 0.

3.22 Proposigdo. Seja f : I — R uma fung¢do continua, em que I é um intervalo ndo degenerado. Entao:

(i) J = f(I) é um intervalo;
(ii) Se f é injetiva, entdo f é mondtona;

(iii) Se f é injetiva, entdo a funcdo f~! : ] — I é continua.

Prova:

(i) Sejam a = inf ] e b = sup J. Vamos mostrar que int ] = (a,b) de onde seguird que | é um intervalo (valerd

uma dentre as seguintes possibilidades: | = (a,b), ] = [a,]), ] = (a,b] ou | = [a,]]).

E fécil perceber que se y < a = inf ], entdo y ¢ int J. Da mesma forma, se y > b = sup J, entao y ¢ intJ.
Segue que int] C (a,b).

Sejay € (a,b). Por defini¢do de infimo e supremo, existem y1,y, € Jtaisquea < y;3 <y < yp < b.
Como | = f(I), existem x1,x, € I tais que f(x1) = y1 e f(x2) = yp. Como f(x1) # f(x2), obtemos
que x1 # xp. Suponhamos, por simplicidade, que x1 < x. Aplicando o Teorema do Valor Intermedidrio
a fungdo f no intervalo [x1, x5] concluimos que existe x € (x1,x7) tal que f(x) = y. Segue que y € J.

Mostramos assim que (a,b) C J. Como (a,b) é aberto, obtemos (a,b) C int .

(ii) Suponhamos, por absurdo, que f ndo seja monétona. Entdo existem x; < xp < x3 € I tais que f(x1) <

f(x2) > f(x3) ou f(x1) > f(x2) < f(x3). Consideremos o primeiro caso (o segundo é anédlogo). Seja

L e (f(x1), f(x2)) N ((f(x3), f(x2)). Gragas ao Teorema do Valor Intermedidrio, existem s € (x1,x2) e
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t € (xp,x3) tais que f(s) = f(t) = L, contrariando a injetividade de f.
(iii) J4 sabemos que f é mondtona. Para fixar as idéias, suponhamos que f é crescente. Sejay € J e (Yu)neNn C
J tal que y, — y. Vamos mostrar que f!(y,) — f !(y). Dadoe > 0,ser,t € I sdo tais que f ! (y) —
e <s< fYy) <t< fYy)+e entdo f(s) < y < f(t). Como y, — y, existe ng € N tal que
f(s) < yn < f(t) sen > ng. Neste caso, f'(y) —e < s < fHys) <t < f(y) +e. Portanto
f 1) = F1 ()| < esen = np.

Exemplo 3.19. Existéncia da raiz n-ézima de um ntimero real 4, isto é, {/a,a € R.

Considere a fungéo f[0, +o0) — [0, +o0) definida por f(x) = x", n € IN. Como f é crescente (estritamente
crescente), temos que f é injetora, f(0) = 0 e lir}: = 400, donde f é sobrejetora e, portanto, bijetora. Dado
X— 100

a € [0,400), existe um ntimero b € [0, +o0) tal que f(b) = a, isto é, b" = a, ou seja, b = {/a.
Quando 7 for impar, a bijecdo serd de R em IR.
Pratique! Seja f : [0,1) U [2,3] — [0,2] dada por f(x) = xsex € [0,1) ou f(x) = x—1sex € [2,3].

Mostre que f é uma bijecao continua com inversa dada por f~1(y) = ysey € [0,1) ou f~1(y) =
y+1sey € [1,2]. Conclua que f~! é descontinua em 1.

Pratique! Sejam f : R — Re A C R. Considere a seguinte definicdo: f é continua em A se f é continua

em todos os elementos de A. A notagdo f]| , indica que f € definida em A C R, ou seja, uma
restricdo. Assim:

(a) Mostre que se f é continua em A, entéo f| 4, € continua.

(b) Encontre um exemplo onde f| 4 € continua mas f € ndo é continua em R.

3.3 Fungdes continuas Definidas em Compactos

A compacidade pode ser bem explorada em varias aplicagdes. A compacidade é uma propriedade preser-
vada por fung¢des continuas.

3.23 Teorema (Preservacdo de compacidade). Se K C R é compacto, e f : K — R é continua, entdo f(K) é

compacto.

Prova: Seja G = {G,} colegdo de abertos em R tal que f(K) C UGa. Logo K C U f 1(Gy,). Por f ser
o o
continua, para todo « existe H, aberto em R tal que f~!(G,) = H, N K. Portanto { H, } é uma cobertura aberta

de K. Como K é compacto, entdo existe {Hy,, . .., Hy, } cobertura finita. Logo,

n n n
K C UHM' = U Hy,NK = Uf_l(Gl’li)'
i=1 i=1 i=1

n
eentdo f(K) C U f !(Gy,). Portanto, achamos uma subcobertura finita para f(K), e concluimos assim que
i=1

f(K)é compact(;._

3.24 Defini¢do. Dizemos que f : A — R é limitada em A se existe M € R tal que |f(x)| < M para todo x € A.

Exemplo 3.20.
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o As fungoes f(x) = sen(x) e g(x) = cos(x) sdo limitadas em R, pois |sen(x)| < 1e |cos(x)| < 1 para todo

x € R.

1 1 1
o A fungdo f(x) = _ ndo é limitada em R.. Entretanto f(x) é limitada em (E' +oo) pois ;‘ < 2 para todo x

neste intervalo.
3.25 Corolario. Seja K C R compacto, e f : A — R continua em K. Entdo f é limitada em K.

3.26 Definigdo. Sejam f : A C R — Re B C A. Se f(xp) > f(x) para todo x € B, entdo dizemos que xg é um
ponto de mdximo de f em B. Neste caso, f(x() é o valor mdximo de f em B. Se f(xg) < f(x) paratodo x € B, entdo
xg € dito ponto de minimo de f em B e f(x¢) é o valor minimo de f em B. Se xy é ponto de médximo ou de minimo
em B, entdo xp é chamado de extrerno em B. Em particular, quando B = A trata-se de mdximo global ou minimo

global ou extremo global de f.

Nota 19. Se uma funcédo f como acima definida assume seus valores mdximo e minimo em A, entdo f é

limitada em A.

1
Exemplo 3.21. A funcdo f : (—1,1) — R dada por f(x) = T ndo é limitada em (—1,1), mas é limitada em

2
{— %, %] , por exemplo.

Exemplo 3.22. A fungdo g(x) = x é continua e limitada em (—1,1), mas ndo assume valor maximo nem minimo

em (—1,1). Entretanto f assume seus valores maximo e minimo em [—1, 1].

Exemplo 3.23. A fungdo h(x) = T2 é limitada em IR, assume seu valor méaximo em x = 0, pois 0 < g <
1 = h(0). h ndo assume seu valor minimo, isto porque inf#(IR) = 0 # h(x) para todo x € R.

y

1

De modo geral, temos:

3.27 Teorema (Weierstrass). Seja f : K — R continua num compacto K C R, entdo f tem pontos de maximo e

de minimo em K.

Prova: Mostraremos inicialmente que f é limitada superiormente em K. Suponhamos, por absurdo que
para todo n € N existe x, € K tal que f(x,) > n. Claramente, temos que nEToo f(xn) = +oo. Como
K é compacto, a seqiiencia (x,),eN possui uma subseqiiéncia convergente para algum x € K (por abuso
de notacdo, tal subseqiiéncia também serd denotada (x,),eN, isto ndo deve atrapalhar o seu entendimento).
Como f é continua concluimos que f(x) = nEToo f(x) = +o0. Absurdo!

Mostremos agora que existe ponto de maximo em K. Sendo f limitada superiormente em K, existe M =
sup{f(x);x € K}. Tomemos uma seqiiencia (x,),en € K tal que nEToo f(xy) = M. Como anteriormente,
podemos extrair uma subseqiiéncia, ainda denotada (x,),cN, convergente para xy € K. Da continuidade de
f concluimos que f(xg) = ngq_lwf(xn) = M. Segue que xg é um méximo de f em K.

A demonstragdo da existéncia de um ponto de minimo de f em K é andloga
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3.4 Fungbes Uniformemente Continuas

Considere ¢(x) = 1, arax € (0,1). Sejac € (0,1). Entao
8 o P ]

x cx
Para mostrarmos que g é continua em c. seja € > 0. Sem perda de generalidade, podemos assumir que e < 1, e

portanto e -c < 1. Seja 6 = % Entdo

2

x—c|<d=c<x+d=x+—-<xt-=><x
2 2 2
Logo
|x — ¢ ) cZe  ce
- o= — == 1 - __=
x=el < 8(x) = (c)| cx <cx 2cx 2x<€

c - . < 1. ;
onde usamos que = < x na tltima desigualdade. Mostramos entdo, usando €’s e §’s que — é continua em todo
x
ponto diferente de zero.

O objetivo principal do célculo acima é ressaltar que a escolha de § ndo é uniforme em relagdo ao ponto c,
isto é, 6 depende de c.

Em outros casos, a escolha de ¢ independe do ponto em questdo. Por exemplo, para f(x) = x, dadoe > 0,
tomando ¢ = € temos

lx—c|<e = |f(x)—flc)] <e.

Dizemos que esta fungdo é uniformente continua.

3.28 Definig¢do. Seja f : A C R — R. Dizemos que f é uniformemente continua se

€>0,6>0 talque x,y €A, |[x—y| < = |f(x)—f(y)] <e.

Observe bem a diferencga entre as defini¢des de continuidade e continuidade uniforme. Apenas trocamos a
expressdo “y € A” de lugar. Isto é realmente uma grande diferenca. A defini¢do de continuidade diz que, dado
€>0ey e A existed >0, dependente deeedeytalquesex € Ae|x —y| < dentdo |f(x) — f(y)] <e. A
defini¢do de continuidade uniforme nos diz mais que isto: é possivel encontrar §, independente de y.

Ainda, na defini¢do, x e y desempenham papéis inteiramente simétricos. Fixado €, a escolha de ¢ s6 depende
de €, ao contrério do que sucede na defini¢do de fun¢do continua num ponto em que, para cada ¢, a escolha de
6 depende de € e do ponto em questéo.

Por exemplo, a fun¢do f : [—2,2]\{0} — R definida por

-1 sex€[-2,0)

flx) = 1se x € (0,2]

ndo é uniformemente continua em [—2,2]\{0}, apesar de ser obviamente continua. Para verificarmos que ndo é
uniformente continua, fixando € = 1, é possivel, qualquer que seja § > 0, encontrar pontos x, y em [—2,2]\{0},

x:max{z,g} y:min{g,z},

tais que xy|:min{§,4} <del|f(x)—fy)|=]-1-1=2>1=e.

por exemplo

Vejamos exemplos de fun¢des uniformemente continuas.
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Exemplo 3.24. A funcdo f(x) = sen(x) é uniformemente continua em IR, ou seja,

Ve >0 36 >0 Vx,yinR; [x —y| < J = |sen(x) —sen(y)| < e.

De fato, sendo ¢ > 0 basta escolher § = ¢ e sabendo que |sen(x)| < |x|, Vx € R, temos:
x+y xX—y\| _ xX+y xX—y
2 cos (—2 ) sen (—2 )‘ =2 |cos (—2 )‘ sen (—2 )‘

x— x—
2 Y y‘ =[x —yl
Exemplo 3.25. Veremos, a partir da definicdo, que a fungio f(x) = 7 — x? é uniformemente continua em [—10, 1],

| sen(x) —sen(y)|

IN

<
sen 7 ‘ <=

isto é, que é verdadeira a proposi¢ao
Ve>036>0Vr,ye[-10,1], |x—y|<d=|7—x>—(7—y?)| <e.

Assim, seja e > 0. Como

7—x* = 7=y ==+ =[x —yllx+y| <20]x—y],
segue que
x—y|<é= \7—x2—(7—y2)\ <,
€
sed < 20

Vejamos outro exemplo de func¢do continua que nédo é uniformemente continua.

Exemplo 3.26. Vimos que f : R — R, dada por f(x) = x? para todo x € R, é continua. No entanto f nao é

uniformemente continua em R, isto é, é falsa a proposicado
V6>03e>0Vx,y€R, |x—y| <e=|x* —y?| <.

Da igualdade |x? — y2| = |x — y||x + y| podemos concluir que x e y podem estar tdo préximos quanto se queira
e a diferenca entre as suas imagens ser arbitrariamente grande (basta pensar em pontos x e y cuja diferenca seja

sempre inferior a €, mas que estejam arbitrariamente longe da origem).

O resultado abaixo garante que todas as fungdes continuas em conjuntos fechados limitados sdo uniforme-

mente continuas.

3.29 Teorema (de Cantor). Se K é compacto e f € C°(K), entdo f é uniformemente continua em K.

Prova: Suponhamos, por absurdo, que f ndo é uniformemente continua. Entdo, existe € > 0 tal que

Vé>0, Jx,yeK taisque |x—y|<d e |[f(x)—f(y)|>e

1 . .
Tomando, para cadan € N, § = . construimos duas seqiiencias (x,)eNn C K e (¥n)new C K tais que

1
|xn — yn| < e |f(xn) — f(yn)| > € para todo n € IN. Podemos extrair uma subseqiiéncia de (x,)neN

(ainda denotada (x,),eN) convergente para x € K. Como 11111 (xn —yn) = 0, obtemos que (y»)neN tam-
n—-+o0

bém converge para x. Como f é continua, temos lirf f(xn) = lirf f(yn) = f(x). Concluimos que
n—-—+00 n—-—+00

nliTw(f(xn) — f(yn)) = 0, contrariando | f(x,) — f(yn)| > € para todo n € IN.

Nota 20. O teorema de Cantor equivale a dizer que toda fung¢do continua num conjunto limitado e fechado

é uniformemente continua neste conjunto.
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Exemplo 3.27. Seja f uma fungdo continua em R. Veremos que f é uniformemente continua em todo o subcon-

junto limitado de R.

Seja A C R um conjunto limitado. Se A for fechado, estamos nas condi¢des do Teorema de Cantor. Supon-
hamos que A ndo é fechado e m = inf(A) e M = sup(A). Consideremos o intervalo [, M]. E um subconjunto
fechado limitado de R. Como f é continua em R, f é continua em [m, M]. Pelo Teorema de Cantor, f é uni-

formemente continua nesse intervalo, sendo, portanto, uniformemente continua em A C [m, M].

3.30 Defini¢do. Uma fungdo f : A C R — R é dita Lipschitz continua (ou Lipschitz, ou Lippschitziana) se existe
x > 0 tal que

f(x) = f()] = alx —y| Vx,y € A.

3.31 Definigdo. Seja f : A C R — R. Dizemos que f é uma contragio se existe « € (0,1) tal que
[f(x) = fy)] < alx —y[ Yx,y € A.

Atencao! ‘ ‘ Note que se f é uma contragdo, entdo f é uniformemente continua

3.32 Teorema. Se A C Re f: A — R, e f é de Lipschitz, entdo f é uniformemente continua em A.

Prova: Seja « € R tal que
f(x) = f)] < alx —yl, Yx,y € A.

€

Dado € > 0, seja d = 5

.Entdosex,y € Ae|x —y| < J, temos que

If(x) = f(y)| Salx—y| <ad =g,

0 que mostra que f é uniformemente continua em A.

Nem toda funcao uniformemente continua é de Lipschitz, como mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 3.28. Seja ¢ : [0,1] — R, tal que g(x) = /x. Como [0,1] é compacto, e g é continua, entdo g é
uniformemente continua em [0, 1]. Entretanto note que se g fosse de Lipschitz, nés terfamos a existéncia de

« € R tal que

Vx=lg(x) —g(0)] < alx — 0] = ax = % <a Vx>0,
um absurdo. Logo ¢ ndo é de Lipschitz apesar de ser uniformemente continua em seu dominio.
Exemplo 3.29. A funcdo f(x) = x? é lipschitziana em [0, 1]. De fato,
52 =32 = lx 4yl =yl < (] + ly)) - Ix =yl < 2lx—yl, ¥x,y € [0,1].

2

A funcdo é uniformemente continua em [0, 1], no entanto, vimos que f(x) = x* ndo é uniformemente con-

tinua em RR.

O fato da fungéo ser uniformemente continua depende do conjunto. Claro que se uma fungao for uniforme-
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mente continua num conjunto X é uniformemente continua em todos os subconjuntos de X.

Derivadas

3.5 Derivabilidade e Derivada

Vamos a uma breve introducdo, escrita pelo professor Cassio Neri, da UFR].

As fungoes afins (fungdes ¢ : R — R da forma g(x) = ax + b, sendo a e b constantes, isto é, fun¢des cujos
gréficos sdo retas) sdo mais simples de serem manipuladas do que outras fungdes (cujos graficos ndo sdo retas).
Por isto, pode ser ttil saber se é possivel (e em caso afirmativo, de que modo) aproximar uma funcdo qualquer
por outra que seja afim. Intuitivamente, dada a fungdo f, queremos encontrar uma fungdo afim ¢ que mais se
pareca com f. Vejamos um exemplo que foge um pouco do contexto mas que é suficientemente familiar para
auxiliar nossa intuicao.

Consideremos a Terra. Durante muitos milhares de anos, pensou-se que a superficie terrestre era plana. A
razdo é que o planeta era visto de muito perto. S6 quando nos afastamos dele, vemos que na realidade a sua
superficie é mais parecida com uma esfera do que com um plano. Diz-se que Aristételes reparou isto vendo
a sombra da Terra sobre a Lua durante um eclipse. De certa forma, Aristételes precisou recorrer a imagem da
Terra vista da Lua para poder perceber que a Terra nédo era plana. Ora, se a Terra parece (ou parecia) plana
significa que existe um plano que se parece muito com a Terra, certo? Na verdade, sabemos que ndo é um
plano, mas sim vérios planos. Para um habitante de Téquio, o plano que mais parece com a Terra nido é o
mesmo que para noés. Isto nos indica que esta nog¢do de aproximacao € local, isto é, dependendo do ponto onde
nos colocamos percebemos de modo diferente o objeto simples (reta, plano, etc.) que mais parece com o objeto
original (curva, esfera, etc.).

Voltando ao caso de uma funcéo real. Dada a funcéo f definida numa vizinhanga de xy queremos determi-
nar a fung¢do afim g, dada por g(x) = ax + b, que mais se parega com f na vizinhanga de x( (lembre-se que
esta semelhanga é local, isto €, perto de x(). Determinar g significa determinar as constantes a e b. Serd mais
conveniente, modificando a constante b, escrever a fungdo ¢ na forma g(x) = a(x — xg) + b (convenga-se que
toda funcdo afim pode ser escrita desta forma).

Como proceder? A resposta depende, € claro, do que se entende por “aproximar uma fun¢do”. Devemos
precisar o que significa g ser a fun¢do afim que mais se parece com f na vizinhanga de um ponto. E natural de
se exigir que a funcdo g satisfaca as seguintes condigdes:

(@) g(x0) = f(x0);
(i) lim (f(x) —g(x)) = 0.

X—X0
E facil ver que a primeira condigio é equivalente a b = f(x;). A condicdo (ii) significa que o erro r(x) =
f(x) — g(x) cometido ao aproximar f por g no ponto x fica tdo pequeno quanto quisermos bastando para isto
tomar x suficientemente préximo de xg. Substituindo g por sua expressdo em (ii) obtemos

lim [f(x) — (a(x —x0) + f(x0))] =0« lim f(x) = lim (f(xg)+a(x —x0)) = f(xo).

X—X0 X—X0 X—X0

Ou seja, (ii) é equivalente a continuidade de f em xy. Veja que este resultado (in)felizmente ndo implica nada
sobre a constante 4. Serd que existe algum valor para a que dé a melhor aproximagao?

Fazemos a seguinte defini¢éo.
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3.33 Definic¢do. Seja f : A C R — R dizemos que f é derivdvel em xg € A se existe a € R tal que

fo 0 = (Fl) +ax—x)) _ o

X—X0 X — Xq

(3.6)

Esta definicdo acima difere daquela cldssica presente na maioria (sendo todos) os livros de Calculo. A
proposicdo seguinte resolve esta confusdo mostrando que as duas defini¢des sdo equivalentes. A escolha pela
Definigdo 3.33 se deve ao fato que ela pode ser facilmente generalizada para fun¢des de mais varidveis (inclusive
infinitas!).

3.34 Proposi¢do. Uma funcio f : A — R é derivavelem xg € A se, e somente se, o limite abaixo existe e é finito.

o £ = fx0)
x—x) X —Xg

Neste caso, a constante a em (3.6) é tinica e igual ao limite acima.

Prova: Pelo fato que
f(x) = (f(xo) +alx —x0)) _ f(x) — f(x0)

X — X0 X — X0

ial

temos portanto,
lim f0) = (o) +alx—x0) _ o o o SO =flxo) _

xX—Xo X — Xg X=X X — X

3.35 Defini¢do. Seja f : A — R. Se f é derivavel em xg € A, entdo a derivada de f em x é denotada por f'(xg)

e definida por

f/(xo) = lim f(x) _f(x(])‘

X=X X —Xp
Se f é derivéavel em todo ponto do seu dominio, entdo dizemos simplesmente que f é derivivel. A fungdo f’,

definida no conjunto dos pontos onde f é derivével, que a cada x associa f'(x) é chamada de derivada de f.

Se f ¢ derivdvel em x, entdo a reta de equagdo g(x) = f(xo) + f'(x0)(x — xp) € a reta que melhor aproxima
o gréfico de f numa vizinhanga de x(. Tal reta é chamada de reta tangente ao grafico de f no ponto xy.

Exemplo 3.30. Seja f : R — R dada por f(x) = ax + b para todo x € R com a e b constantes. Perguntamos se f

é derivavel num ponto xy € R e, no caso afirmativo, quanto vale f’(x)?

Solucdo: Determinar se f é derivavel em x( corresponde a determinar se f pode ser bem aproximada
por uma funcdo afim numa vizinhanca de xy. Neste exemplo, f ja é afim e portanto pode ser muito bem
aproximada por ela mesma. Além disto, sendo a derivada igual ao coeficiente do termo em x da aproximagao,
temos imediatamente que f'(xo) = 4 qualquer que seja xo € R. Vamos verificar isto rigorosamente a partir da
defini¢do. Temos

lim f(x) = f(xo) . ax+b—axy—>b
X—X0 X — xO X—X0 X — xO

=a.
Assim, f é derivavel em todo ponto xy € R com f'(xp) = a. Em particular, se f é constante (2 = 0), obtemos
que f'(xg) = 0 para todo x € R.

Exemplo 3.31. Verifique que a fun¢do dada por f(x) = x" para todo x € R(n € IN) é derivdvel em qualquer

ponto xp € R com f’(x) = nxfi 1.
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Solugdo: Como x" — xfl = (x —xp) - (x" 1 +x"2xg + ...+ xx) 2+ x{ '), temos

. x"—xg . _ _ _ _ _
lim 0 = Jim (x" '+ 2" 2xg+... +axl 2+ 2l = naf L
X—X0 x—xO X—X0

Outros exemplos podem ser vistos em qualquer livro de Calculo I. Vamos admitir conhecidas varias fung¢oes
e suas derivadas. Em qualquer curso de Andlise o enfoque ndo deve estar no célculo de derivadas mas sim no
estudo rigoroso de suas principais propriedades.

3.6 Propriedades Operatoérias

As propriedades operatérias das derivadas sdo, em sua maioria, conseqiiéncias imediatas das propriedades

analogas sobre limites.

3.36 Proposic¢do. Sejam f,g: A C R — R derivdveis em xy € A e seja ¢ € R. Temos:

(i) f + g é derivavelem xg e (f £ ¢)"(x0) = f/(x0) = ¢’ (x0);

(i) f - g é derivavelem xp e (f - ¢) (x0) = f'(x0) - g(x0) + f(x0) - &' (x0);
f

(iii) se g(xp) # 0, entdo P é derivavel em xg e

<f>' (x0) = f'(x0) -8(x0) = f(x0) - §'(x0)

§ 8 (x0)?

Prova:

(i) Basta notar que
(f£8)(x) — (f£8)(x0) _ f(x¥) = f(x0) _ g(x) — g(x0)

X — Xq X — X9 X — Xp

e aplicar a Proposigdo 3.7, sobre propriedades de limites.

(ii) Veja as seguintes igualdades:

(f-8x)—(f-g)x0) _  flx)-8(x)— f(x0)-&(x0) + f(x) - g(x0) — f(x) - §(x0)
T (F(x) — f(x0) - glxo) + £0) - (8(x) — 8(0))

X — X0
f(X) 7f(x0)g(x0) Jrf(x)g(x) 7g(x0)

X — Xp x —x0

Pela Proposigao 3.7, tem-se (ii).

(iif) Com um célculo andlogo ao anterior, obtemos

HE-G@ 1 ( F(x) = F(xo0)

X — % g(x)g(x0) g(xo) f(xo)M)'

X —Xp X — X9

Dai, pela Proposigdo 3.7, conclui-se o resultado.

Se no item (ii) da proposigdo fizermos f(x) = ¢ € R, entdo teremos c - g derivdvel em x e
(c-8)'(x0) = c-&'(x0);

Perceba! ‘
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3.37 Proposigdo (Regra da Cadeia). Sejam f : A CR — Reg: B C R — Rcom f(A) C B (segue que go f

estd bem definida). Se f é derivdvel em xy € A e g é derivavel em f(xo) € B, entdo g o f é derivavel em xq e,

além disto,

(80 f) (x0) = 8" (f(x0)) - f' (x0)-

Prova: Sejar: B — IR dada por

80 =g () .
r(y): ]/*f(xo) 8 (f( O))/ se y?'éf( O),

0, se y = f(xo).
E imediato que lim r(y) =0=r(f(xq)).

y—f(xo)

Sey € Bey # f(xp), entdo

8(y) =g (f(x0)) = &' (f(x0)) - (v = f(x0)) +7(y) - (v = f(x0))-
Como a equagdo acima é, trivialmente, verdadeira para y = f(x() temos que ela é vélida para todo y € B.

Fazendoy = f(x) com x € A, x # x(, na equacdo acima e dividindo-a por x — x(, obtemos

g(f('x)) _g(f<x0)) _ g/ (f(xO)) f(x) _f(xO) +r(f(x)) f(x) _f(xO).

X — Xo X — Xo X — Xo

Como f é continua em x e r é continua em f(x), da Proposicao 3.19 obtemos que xlin; r(f(x)) = 0. Conclui-
—X0

mos a demonstracdo, fazendo x — xp na equacédo acima e usando a Proposicdo 3.7.

3.38 Proposigdo. Sejam A,B C Re f : A — B invertivel. Se f é derivavel em xy € A com f'(xp) # 0e f~1 ¢

continua em f(xg), entdo f~1 é derivavel em f(xp) e, além disto,

(F1) (o)) = (F(x0)) "

Prova: Seja yp = f(xp). Como f é derivavel em x temos que xg € A — {x¢} e, portanto, existe uma
seqiiéncia (x,),eNn C A — {Xo} convergente para xo. Como f é injetiva temos que (f(x4)),cny € B — {vo}-
Além disto, da continuidade de f segue que f(x,) — yo e, portanto, yo € B— {yo}.

Seja (Yn)new C B — {yo} convergente para yy. Vamos mostrar que

7 yn) = M wo) 1

lim = .
n—-eo Yn — Yo f'(xo0)

O resultado seguira da Proposicao 3.3.
Definindo x, = f~!(y»), para todo n € IN, temos que (x;),en C A — {x0} e, como f~! é continua em v,

(x1)neN converge para xg. Segue que

f M) = M) xa—xo

1
Vi — Yo Flan) — f(x0)  Fl(x0)’

quando n — 4oo.

Exemplo 3.32. Vimos que a fungéo f : [0, +c0) — [0, +o0), dada por f(x) = x? para todo x > 0 tem inversa
continua. Como a derivada de f s6 se anula em 0, a proposigao anterior implica que f ! é derivavel em f(x) se
x > 0,ou seja, f ! é derivdvel em (0, +c0). Além disto, em y = f(x) > 0, a derivada de f~! é dada por

1 1 1

L Nt
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(
Nota 21. De modo geral, seja f : Ry — R4 dada por f(x) = x", onde n € N. Entdo f tem inversa

~

g:Ry — Ry, eg(y) = {/y. Paray > 0 temos entdo

Note que g néo é diferencidvel no zero pois f/(0) = 0.
.

Exemplo 3.33. Seja f : [0,1] U (2,3] — [0,2] definida por f(x) = x,sex € [0,1] e f(x) = x—1,sex € (2,3].
Temos que f é derivavel com f’(x) = 1 para todo x no dominio de f. No final da secdo 3.2, deixamos um

exercicio para verificar que f é uma bijecdo com inversa descontinua em 1. Portanto, f ~! ndo é derivavel em 1.

3.7 Extremos Locais e o Teorema do Valor Médio (Lagrange)

Veremos a seguir como a derivada pode ser ttil na determinacdo de extremos locais (e a posteriori de ex-
tremos globais). O resultado importante neste sentido é o Teorema dos Extremos Locais.

Além de ser um resultado de uso bastante pratico ele também tem importancia tedrica. Por exemplo, usare-
mos o Teorema dos Extremos Locais para demonstrar o Teorema do Valor Médio (ou de Lagrange). Este tltimo
é um dos teoremas mais fundamental da Andlise Real.

3.39 Definicdo. Seja f : A C R — RR. Dizemos que xg € A é um ponto de mdximo local de f se xg é ponto de
maximo de f na interse¢do de A com uma vizinhanga de xy. Mutatis mutandis define-se ponto de minimo local e

ponto de extremo local (veja a Definicdo 3.26).

Atencio! ‘ ‘ Todo extremo global é extremo local.

3.40 Teorema (Dos Extremos Locais). Seja f : A C R — R. Se xg € A é um extremo local de f tal que xp € int A

e f é derivavel em x, entdo f'(xp) = 0.

Prova: Suponhamos que x( é um ponto de méaximo local de f.

Como xj é ponto de méximo local no interior de A, existe § > 0 tal que se |[x — xg| < §, entdox € Ae

f(x) < f(xp). Portanto, para xyp < x < xo + ¢ temos w < 0. Segue que
— X0
i £ =)
xaxar X = Xo
Por outro lado, para xg — ¢ < x < xp temos w > 0. Portanto,
— X0
lim M > 0.
x—xg X = Xq

A demonstracio é andloga para ponto de minimo local.

Como dissemos anteriormente, o Teorema dos Extremos Locais é ttil na determinacdo dos extremos globais
de uma fungéo f : A C R — R. De fato, temos as seguintes implicagdes:

X0 é extremo global = x( é extremo local

} = f'(x)=0.

xp € int A e f é derivavel em xp
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Desta forma, se x( é extremo global, entdo x( pertence a algum dos trés conjuntos abaixo:

o {x €int A; f é derivavel em x e f'(x) = 0},
o A\intA,
o {x €int A; f ndo é derivdvel em x}.

Exemplo 3.34. Seja f : [0,4] — R dada por f(x) = |x — 1|(5 — x) para todo x € [0,4]. Como f é continua e

A = [0,4] é compacto, f tem extremos globais. Vamos determiné-los. Temos que

f(x):{ (1-x)(5-x), se0<x<T1,
(x—1)(5—x), sel<x<4

Segue que f é derivavel em todo ponto x € A — {1} (verifique). Além disto,
, 2x — 6, se0<x <1,
fx) =
6—2x, sel <x<4.
Assim, todo extremo global pertence a algum dos trés conjuntos abaixo:
o {x € intA; f é derivavelem x e f'(x) = 0} = {3},
o A\intA = {0,4},

o {x € intA; f ndo é derivavelem x} = {1}.

Uma simples verificagdo nos dé f(0) = 5, f(1) = 0, f(3) = 4 e f(4) = 3. Portanto, 0 é o ponto de maximo
global e 1 é o ponto de minimo global de f.

3.41 Teorema (Do Valor Médio). Se f € C([a, b]) (com a < b) é derivével em (a,b), entdo existe c € (a,b) tal que

f(b) = f(a) = f'(c)(b—a).

Prova: Considere a fun¢do g definida sobre o compacto [a, b] dada por

Temos que g € C ([a,b]) e g é derivavel em (a,b) com

g =fx) - LU
Para terminar a demonstra¢do basta mostrar que existe ¢ € (a,b) tal que ¢’(c) = 0. Observamos inicialmente
que g(a) = g(b) = 0. Se g for constante, entdo ndo ha mais nada a ser demonstrado. Suponhamos que g ndo
seja constante.
Pelo Teorema de Weierstrass, ¢ tem extremos globais em [a,b]. Como ¢ ndo é constante, um destes ex-

tremos, denotado ¢, é tal que g(c) # g(a) = g(b) e portanto ¢ € (a,b). Do Teorema dos Extremos Locais segue

que ¢'(c) = 0.

3.42 Corolario (Teorema de Rolle). Se f € C([a,b]) (com a < b) é derivavel em (a,b) com f(a) = f(b), entdo
existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Uma interessante aplicacdo do Teorema do Valor Médio garante que se uma funcdo definida num intervalo
tem derivada identicamente nula, entdo a funcio é constante.

3.43 Corolario. Seja f : [a,b] — R continua em [a,b], onde a < b, e diferencidvel em (a,b). Se f/'(x) = 0 para

todo x € [a,b], entdo f é constante em [a, b].
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Observe que pelo resultado acima, se f, g sdo fung¢des diferencidveis que tem a mesma derivada no intervalo

I, entdo f e g diferem por uma constante, isto é,

Se f'(x) =g¢'(x), Vx €, entio f(x) —g(x) =Ke€R.

Prova: Sejaa < x < b. Pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (a,x) tal que f(x) — f(a) = f'(c)(x — a).

Como f'(c) =0, temos f(x) = f(a). Como x é arbitrdrio, temos f constante em (a,b). Logo temos f constante

em [a,b].

x
Importante! A fungdo f(x) = Ik definida para todo x € R — {0}, ndo é constante, embora cumpra

f'(x) = 0 para todo x € R — {0}. O motivo é que o dominio de f ndo é um intervalo.

3.44 Corolério. Sejam I C R um intervalo ndo degenerado e f, g € C°(I), derivaveis em int I. Temos:

(i) se f'(x) > 0 para todo x € int, entdo f é crescente;

(i) se f'(x) > 0 para todo x € int], entdo f é estritamente crescente;
(iii) se f'(x) < 0 para todo x € intI, entdo f é decrescente;

(iv) se f'(x) < 0 para todo x € int I, entdo f é estritamente decrescente;

(v) se f'(x) = ¢'(x) paratodo x € intI, entdo f — g é constante.

Prova: Provemos (i). Sejam a,b € I com a < b. Aplicando o Teorema do Valor Médio a f| la,b) obtemos

que existe ¢ € (a,b) tal que

Segue que f(b) > f(a). Portanto, f é crescente.

Os itens (ii), (iii) e (iv) sdo andlogos ao item (i); e o item (v) basta aplicar o Coroldrio 3.43 & fungéo f — g.

-
Nota 22. Ndo é verdade que se f'(c) > 0 para algum ponto ¢ no dominio de f implique em f crescente

numa vizinhanga de ¢. Como exemplo considere

x + 2x% sen (%) , sex#0
8(x) =

0, sex =20

que ¢é diferenciavel em zero com ¢’(0) = 1, mas néo é crescente em nenhuma vizinhanga do zero.
\

Outra aplicagdo do Teorema do Valor Médio segue no exemplo abaixo.

Exemplo 3.35. Seja f(x) = e*. Entdo f’(x) = e*. Mostre que e* > 1 + x para todo x # 0.

Solugdo: Seja x > 0. Entdo aplicando o Teorema do Valor Médio em [0, x] temos que existe ¢ € (0, x) tal

que

Como ¢ > 0, entdo ¢ > ¢ = 1, donde

e >1+x.

Para x < 0, os argumentos sdo semelhantes.
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[ Nota 23.

o

Temos e > 14 —— > —>
n+1l" " n+1
obtemos
. i+l ex
et > 1 donde i >
O resultado segue-se.
¢ De modo geral, concluimos que lim p(x)
x—+oo ¥
mais alto grau de p, sabe que xEToo % = an. Logo
im PO i PO
xkglw ex __xggin x"

<

%)%
SIS

X
Z, ou

n

¢ Esse simples exemplo (acima), nos permite mostrar que para todo n € IN, vale 11111 pri 0. Vejamos.
X—+00

se x > 0. Elevando a poténcia 1 + 1 e escrevendo A = (n +1)"*1,

= 0, para todo polindmio p. De fato, se a,x" é o termo de

\

J

3.45 Corolério. Seja f : I — R derivavel no intervalo I. Se existe k € R tal que |f'(x)| < k para todo x € I

entdo, quaisquer que sejam x, y € I, tem-se

f(x) = fW < k-[x =yl

Solugdo: Dados x,y € I, f é continua no intervalo fechado cujas extremidades sdo x e y e é derivavel no

intervalo aberto correspondente. Logo, f(x) — f(y) = f'(¢) - (x — y), em que ¢ é um ponto entre x e y. Como

f'(c) <k, vem

Veja!

|f(x) = fW)] =

uniformemente continua.
Em particular, se I = (a,b), existem lim f(x)e lim f(x).

f©]-lx—yl <k-|x—yl.

x—a+t

X—a—

A funcdo que possui sua derivada limitada num intervalo aberto é lipschitziana, e portanto

Exemplo 3.36 (Contra-Exemplo). A funcdo f : (0,+o0) — R, definida por f(x) = sen (%), ndo possuindo

limite & direita no ponto 0, tem derivada ilimitada em qualquer intervalo do tipo (0,6). Sabemos que, para

x#0, f'(x) = ;—zlcos <%>

Nota 24. Se f é continua em [a, b] e derivdvel em (a,b), segue-se por passagem ao limite que a desigual-

dade |f(x) — f(y)| < k- |x — y| ainda é vélida para x,y € [a,]], desde que |f’(x)| < k para todo x € (a,b).

3.46 Coroldrio. Seja f continua em [q, b] e derivavel em (a,b). Se existe lim f(x) = L entdo existe f/ (a) e vale

fila) =1L

x—at

lim
n—too Xy —da
que

f(xn

)@ _

Xy —a

E evidente que y, — a. Logo lirf f'(yn) = L, 0 que fornece o resultado desejado.
n——+0oo

Prova: Basta mostrar que, dada arbritariamente uma seqiiéncia de pontos x,, > a com lim x,, = a tem-se

M = L. Ora, pelo teorema do valor médio, para cada n € IN existe y,, coma < y, < xy, tal
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Evidente, um enunciado andlogo é valido para o limite a esquerda.

3.47 Corolério.

O teorema que segue, é uma “generalizagdo” do Teorema do Valor Médio.

3.48 Teorema (De Cauchy). Se f,g € C([a,b]) (com a < b) sdo derivéveis em (a,b) e ¢’ ndo se anula em (a, b),

entdo g(a) # g(b) e existe ¢ € (a,b) tal que

Prova: Observamos inicialmente que g(a) # g(b), pois sendo, pelo Teorema de Rolle, ¢’ se anularia em

algum ponto de (4, b). Considere a fungdo h, definida sobre 4, b], dada por

Dai segue imediatamente o resultado.

Dizemos que o Teorema de Cauchy é uma “generalizagdo” do Teorema do Valor Médio. Mas observe que na
sua demonstracdo, usamos o Teorema de Rolle que aparecia como caso particular do Teorema do Valor Médio.
Ou seja, mostramos as seguintes implicagoes:

Teorema do Valor Médio

4

Teorema de Rolle

¢

Teorema de Cauchy

4

Teorema do Valor Médio

portanto estes trés resultados sdo equivalentes.

3.8 Regras de L'Hospital

3.49 Proposigdo (Regra de 'Hospital “0/0”). Sejam f e g fungdes derivaveisem (a,b). Se limJr flx) = limJr g(x) =
X—a X—a
f'(x) f(x)

0, ¢’ ndo se anula em (a,b) e existe lim (finito ou ndo), entdo existe lim ——= e

x—at g’(x) x—at g(x)
f(x) f(x)

Iim —< = lim

x—at g(x) x—at g’(x)'

Prova: Como limx — a™ f(x) = 0, modificando ou estendendo f, se necessario, podemos supor que
f(a) = 0. Analogamente, g(a) = 0. Desta forma f e g sdo continuas em [a, b).

Seja x € (a,b). Aplicando o Teorema de Cauchy as fungdes f e g sobre o intervalo [4, x|, encontramos
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y € (a,x) tal que
f(x) _ S~ f@) _ f)

glx)  glx)—gla)  ¢'(y)
O resultado segue da igualdade acima observando que y — a* quando x — a™.

A proposigdo também ¢ vélida quando no seu enunciado substituimos x — a* por x — b~. Da mesma
forma, a Regra de 'Hospital vale para limites do tipo x — a. A seguir veremos o caso em que x — +00 (0 caso
x — —oo é andlogo).

3.50 Corolério. Sejam f e g fungdes derivaveis em (a, +00). Se hm f(x) = hl}rl ¢(x) =0, ¢’ ndo se anula em
_X*) o0 X— 100
f'(x)

f(x)
g'(x) x—+e0 g(x)

(finito ou ndo), entdo existe lim —< e
NI CO NI iC)

rHeo g(x) e g/(x)

(a,+o0) e existe lim
X—+00

Prova: Considere a fungdo F definida sobre um intervalo (0,b) por F(y) = f <§) . Analogamente defini-

mos G(y) = ¢ (;) . Os seguintes fatos sdo de verifica¢do imediata:

W W
(i) F e G s@o derivaveis com F'(y) = 2 eG'(y) = 7 (segue que G’ ndo se anula);
) fim F) = tim £ () = tim_f(x) =0;

1
lim G(y) = li )= = 0;
(iif) Jim, () i, 8 < y) im g(x)

G e

(iv) hm

!/
Pela proposigdo anterior, lim M f (x)

= Entao
y—0+ G(y) yﬂw g (x

7
f(x) G R rw

Iim —<% = lim = lim .
y—0t g(x) g0t ¢ (l) y—>0+ Gly) y—or g'(x)

3.51 Proposi¢do (Regra de I'Hospital “c0/00”). Sejam f e g fungdes derivdveis em (a,b). Se lim L fx (x) =

x—at
!
lim g(x) = 400, ¢’ ndo se anula em (a,b) e existe lim f(x)

(finito ou n&o), entdo existe hm f_(x) e
x—at x—at g/( ) x—at g( )
/!
o S0 ()

m .
x—at §(x)  x—at g'(x)

A proposicdo também ¢é vélida nos casos x — b~ e x — a. Abaixo veremos o caso em que x — 400
(analogamente, o caso em que x — —o0).

3.52 Proposigdo. Sejam f e g fungdes derivaveis em (2, +00). Se lim f(x) = lim g(x) = 400, ¢’ ndo se anula

X—+00 X—+00
f(x) f(x)

em (a,+o0) eexiste lim ~——= entdo existe lim ~——=e
x—+e0 g/ (x) x—-+o0 g(x)
!
lim & = lim f (x)
x40 g(x) x>+t ¢'(x)

Texto composto em IATEX 2¢, APC, 17 de novembro de 2008
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